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Àíîòàöiÿ

Äîâåäåíî íåîáõiäíó òà äîñòàòíþ óìîâó òîïîëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ãëàäêèõ ôóí-

êöié çi ñêií÷åíèì ÷èñëîì ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ, ùî çàäàíi íà êîëi.

The necessary and su�cient condition of a topological equivalence of smooth functions

with a �nite number of local extrema, which given on the circle is proved.
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Â ðîáîòàõ Àðíîëüäà Â.I. [1], [2] âèâ÷àþòüñÿ ïèòàííÿ êëàñèôiêàöi¨ ìîðñèôiêàöié îñîá-

ëèâîñòåé ãëàäêèõ ôóíêöié, òîïîëîãi¨ áiôóðêàöiéíèõ äiàãðàì, à òàêîæ îïèñàíi ¨õ çâ'ÿçêè ç

êîìáiíàòîðèêîþ. Çîêðåìà, áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ó âèïàäêó, ÿêùî ÷èñëî êðèòè÷íèõ òî÷îê

ðiâíå ÷èñëó êðèòè÷íèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨, ÿêà çàäàíà íà êîëi, òî ¨¨ êîìáiíàòîðíèì iíâà-

ðiàíòîì ¹ òàê çâàíà çìiÿ (ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâi

x0 < x1 > x2 < . . . xn). Â äàíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî çàãàëüíèé âèïàäîê ãëàäêèõ ôóíêöié íà

êîëi, ÿêi ìàþòü ñêií÷åíå ÷èñëî ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ. Îñíîâíà ìåòà � ïîáóäóâàòè êîì-

áiíàòîðíèé iíâàðiàíò òà âñòàíîâèòè êðèòåðié òîïîëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ ôóíêöi¨ ç

äàíîãî êëàñó.

1 Äåÿêi êîìáiíàòîðíi âiäîìîñòi.

Íàãàäà¹ìî äåêiëüêà îçíà÷åíü, ÿêi ìîæíà çíàéòè â [1, ñ. 4].

Îçíà÷åííÿ 1.1. Çìi¹þ òèïóAn íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë xi, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì: x0 < x1 > x2 < . . . xn, xi ̸= xj, äå 0 ≤ xi ≤ n.

Ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìi íåðiâíîñòåé x0 < x1 > x2 < . . . xn

(x0 > x1 < x2 > . . . xn) íàçèâà¹òüñÿ up down (down up)� ïîñëiäîâíiñòþ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç an ÷èñëî An � çìié i çàïèøåìî åêñïîíåíöiéíó ãåíåðàòðèñó ÷èñëà äàíèõ

çìié:

A(t) =
∞∑
n=0

ant
n/n!. (1)

Ó ôîðìóëi (1) ÷èñëà an ç íåïàðíèìè n óòâîðþþòü êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó ñåêàíñà òà íàçèâà-

þòüñÿ ÷èñëàìè Åéëåðà ( ïîçíà÷àþòü ÷åðåç Ei), à ç ïàðíèìè n - òàíãåíñà â ðÿä Òåéëîðà â

íóëi i íàçèâàþòüñÿ ÷èñëàìè òàíãåíñà (Ti). Öi ÷èñëà óòâîðþþòü òðèêóòíèê òèïó Ïàñêàëÿ,

ç ÿêîãî çíàõîäÿòü ¨õ çíà÷åííÿ. Íèæ÷å íàâåäåíî ïåðøi çíà÷åííÿ ÷èñåë Ti .

i 1 2 3 4 5 6

Ti 1 2 16 272 7936 353792
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Îçíà÷åííÿ 1.2. Åëåìåíòàðíîþ çìi¹þ òèïó Ln
m íàçâåìî ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ öiëèõ

÷èñåë xi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì: x0 < x1 > x2 < . . . xn i xi ̸= xj, äå 0 ≤ xi ≤ m, m > n.

Ïîçíà÷èìî ÷èñëî åëåìåíòàðíèõ çìié òèïó Ln
m ÷åðåç lnm.

Ëåìà 1.1. ×èñëî lnm åëåìåíòàðíèõ çìié Ln
m ðiâíå ÷èñëó Cn+1

m+1 ·an, äå an - ÷èñëî An � çìié.

Äîâåäåííÿ. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ðîçãëÿíåìî çìiþ Ln
m: x0 < x1 > x2 < . . . xn i

xi ̸= xj, äå 0 ≤ xi ≤ m, m > n. Òîäi, çíàéäåìî min
i
{xi} = xj1 òà ïîêëàäåìî xj1 = 0,

{x′
i} = {xi}\xj1 . Äàëi, çíàéäåìîmin

i
{x′

i} = xj2 òà ïîêëàäåìî xj2 = 1, {x′′
i } = {x′

i}\xj2 i ò.ä. Â

ðåçóëüòàòi, ìè ìíîæèíi {xi} ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó {0, 1, ...n}, ñêîðèñòàâøèñü

óìîâîþ, ùî xi ̸= xj, îòðèìà¹ìî çìiþ òèïó An. Çðîçóìiëî, ùî áiíîìiàëüíèé êîåôiöi¹íò

âèíèêà¹, ÿê ÷èñëî ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ âèáîðó (n+1) ÷èñëà ç (m+1), îñêiëüêè m > n.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Çìi¹þ òèïó Rn
m íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ öiëèõ ÷èñåë xi, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì: x0 < x1 > x2 < . . . xn, äå 0 ≤ xi ≤ m, m < n i äëÿ ∀k, k ∈ [0, . . . ,m]

iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíå çíà÷åííÿ i, i ∈ [0, . . . , n] òàêå, ùî xi = k.

Ó âèïàäêó, êîëè m = n ÷èñëî Rn
m � çìié ðiâíå ÷èñëó An� çìié. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç αn

m,k

÷èñëî Rn
m � çìié â ÿêèõ x0 = 0 i k = x1 − x0 − 1 = x1 − 1.

Òâåðäæåííÿ 1.1. Äëÿ ∀ n,m ∈ N ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

αn+1
m,k =

m−1∑
j=m−k−1

αn
m,j +

m−2∑
j=m−k−1

αn
m−1,j , (2)

äå 0 ≤ k ≤ m− 1.

Äîâåäåííÿ. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, çíàéäåìî çíà÷åííÿ αn+1
m,k , äå n,m ∈ N , 0 ≤ k ≤

m − 1. Çãiäíî ïîçíà÷åíü, öå ÷èñëî ïîñëiäîâíîñòåé, ùî çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíó ñèñòåìó

íåðiâíîñòåé

0 < k + 1 > x2 < x3 > . . . , (3)

äå 0 ≤ x2 ≤ k. Âiäìiòèìî, ùî ÷èñëî òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé ðiâíå ÷èñëó ïîñëiäîâíîñòåé âèäó

x2 < x3 > x4 < . . . , (4)
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äå 0 ≤ x2 ≤ k. Ðîçãëÿíåìî äèôåîìîðôiçì f : R1 → R1, ÿêèé çìiíþ¹ íàïðÿì îñi, i çàïèøåìî

(4) ó âèãëÿäi x′
2 > x′

3 < . . ., äå m − k ≤ x′
2 ≤ m. Â îòðèìàíié ñèñòåìi íåðiâíîñòåé, çàïè-

ñàâøè çëiâà íóëü, îòðèìà¹ìî 0 < x′
2 > x′

3 < . . . òà ðîçãëÿíåìî äâi ìîæëèâîñòi: ÿêùî iñíó¹

x′
j = m, òî ¨õ ÷èñëî ðiâíå

m−1∑
i=m−k−1

αn
m,i, à â iíøîìó âèïàäêó öå ÷èñëî

m−2∑
i=m−k−1

αn
m−1,i. Äàëi,

äîäàâøè öi äâà ÷èñëà, îòðèìà¹ìî (2). Çàóâàæèìî, ùî îñòàííÿ ñóìà âèíèêà¹ ç óìîâè, ÿêùî

ó ïîñëiäîâíîñòi (3) ëèøå x0 = 0 i ðåøòà xi ̸= 0, à ïðè äèôåîìîðôiçìi f íóëåâi âiäïîâiäà¹

m.

Íàñëiäîê 1.1. Äëÿ ∀ n,m ∈ N ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü αn+1
m,0 = αn

m,m−1.

Çðîçóìiëî, ðiâíiñòü (2) � öå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ, ÿêå ïîâ'ÿçó¹ ÷èñëî Rn
m � çìié

ç ÷èñëîì Rn+1
m � çìié. Ó òàáë.1 íàâåäåíî çíà÷åííÿ αn

m,k äëÿ âèïàäêiâ, êîëè n = 2, 6.

Òàáë. 1: Çíà÷åííÿ ÷èñåë αn
m,k.

n=2 n=3 n=4 n=5 n=6

m�k 0 1 0 1 2 0 1 2 3 0 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5

1 1 1 1 1 1

2 0 1 1 2 2 4 4 7 7 12

3 0 1 1 1 4 5 5 13 16 16 36 45

4 0 1 2 2 2 9 14 15 15 45 67 74

5 0 2 4 5 5 5 25 43 54 56

6 0 5 10 14 16 16∑
2 6 22 102 562

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç µn
m ÷èñëî Rn

m � çìié äëÿ ÿêèõ òiëüêè x0 = 0, à âñi ðåøòà xi ̸= 0,

i ∈ [1, . . . , n]. Î÷åâèäíî, ùî ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü µn
m <

m−1∑
i=1

αn
m,i.

Íàñëiäîê 1.2. Äëÿ ∀ n,m ∈ N ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

µn
m+1 =

m−1∑
i=0

αn
m,i − µn

m. (5)

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü 0 < x1 > x2 < . . . xn, äå xi ̸= 0, 0 < xi ≤ m + 1,

i ∈ [1, . . . , n] âðàõîâóþ÷è, ùî 0 < x1 > x2 < . . . xn, äå 0 ≤ xi ≤ m, i ∈ [1, . . . , n] çà
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äîïîìîãîþ äîäàâàííÿ ÷èñëà 1 äî âñiõ ÷ëåíiâ êðiì x0 = 0. Ïðè÷îìó ç ÷èñëà ïîáóäîâàíèõ

ïîñëiäîâíîñòåé âèêëþ÷à¹ìî ÷èñëî òèõ, äå @i ∈ [1, . . . , n] äëÿ ÿêèõ xi = 0, â iíøîìó âèïàäêó

â óòâîðåíié ïîñëiäîâíîñòi íå iñíóâàòèìå xi = 1 i 0 ≤ xi ≤ m. À öå ðiâíîñèëüíå òîìó, ùîá

âiä ÷èñëà âñiõ ïîñëiäîâíîñòåé âiäíÿòè ÷èñëî µn
m.

Ó òàáëèöi 2 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ÷èñåë µn
m ïðè n = 3, . . . , 9. Çãiäíî ñïiââiäíîøåííÿ (5)

÷èñëî µ5
4 = α5

3,0 + α5
3,1 + α5

3,2 − µ5
3 = 5 + 13 + 16− 10 = 24. Çðîçóìiëî, ùî µn

n = an−1.

Âiäìiòèìî, ùî âñi çíà÷åííÿ ÷èñåë αn
m,k òà µn

m ó òàáëèöÿõ 1 i 2 îòðèìàíi àíàëîãi÷íî çà

äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü.

Òàáë. 2: Çíà÷åííÿ ÷èñåë µn
m.

m \ n 3 4 5 6 7 8 9

2 1 1 1 1 1 1 1

3 2 5 10 18 31 52 86

4 5 24 79 223 579 1432

5 16 122 602 2439 8856

6 61 680 4682 25740

7 272 4155 38072

8 1385 27776

9 7936

2 Îêðåìi âèïàäêè ôóíêöié íà S1.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç S1 � êîëî, òîáòî ìíîæèíó êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z òàêèõ, ùî |z| = 1. Íà-

äàëi, áóäåìî ðîçãëÿäàòè S1, ÿê äèôåðåíöiéîâàíèé ìíîãîâèä ðîçìiðíîñòi 1. Çàäàìî íà S1

îði¹íòàöiþ i ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ãëàäêó ôóíêöiþ f íà S1 çi ñêií÷åíèì ÷èñëîì ëî-

êàëüíèõ åêñòðåìóìiâ. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî ÷èñëî ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ çàâæäè ïàðíå.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç mi òà Mj, i, j = 1, n âiäïîâiäíî òî÷êè ìiíiìóìó òà ìàêñèìóìó äàíî¨ ôóí-

êöi¨. Ðóõàþ÷èñü ïî êîëó â çàäàíîìó íàïðÿìi òà íóìåðóþ÷è îêðåìî ëîêàëüíi ìiíiìóìè òà

ìàêñèìóìè, îòðèìà¹ìî îäíó ç äâîõ ìîæëèâèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ÿêi óòâîðþþòü ëîêàëüíi

5



åêñòðåìóìè: M1,m1,M2, ...,Mn,mn àáî m1,M1,m2, ...,mn,Mn. Î÷åâèäíî, ùî ïåðøà ïîñëi-

äîâíiñòü ñïðàâåäëèâà òîäi, êîëè ïî÷èíà¹ìî ðóõ ç ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó ôóíêöi¨, à äðóãà

� ç ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöi¨ f òà g, ÿêi çàäàíi íà êîëi, íàçèâàþòüñÿ òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíò-

íèìè, ÿêùî iñíóþòü ãîìåîìîðôiçìè h : S1 → S1 i r : R1 → R1, ÿêi çáåðiãàþòü îði¹íòàöiþ,

i òàêi, ùî f = r−1 ◦ g ◦ h.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíîþ, ÿêùî â äîâiëüíèõ äâîõ ëîêàëüíèõ

åêñòðåìóìàõ âîíà ïðèéìà¹ ðiçíi çíà÷åííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî òîïîëîãi÷íà êëàñèôiêàöiÿ ôóíêöié Ìîðñà çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ òà

ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié íà êîëi ñïiâïàäà¹.

Òåîðåìà 2.1. ×èñëî òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié f , çàäàíèõ íà

S1, ç 2n ëîêàëüíèìè åêñòðåìóìàìè, ðiâíå Tn.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî S1 òà ñïåöiàëüíó ôóíêöiþ f , ÿêà ìà¹ 2n ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ.

Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ çàâæäè iñíó¹ äâi òî÷êè ãëîáàëüíîãî ìiíiìóìó

òà ìàêñèìóìó . Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïî÷èíàþ÷è ç ãëîáàëüíîãî ìiíiìóìó òà â çàäà-

íîìó íàïðÿìi íà S1, ïîçíà÷èìî ëîêàëüíi åêñòðåìóìè ÷åðåç x0, x1, x2, ..., x2n−1 i îòðèìà¹ìî

ïîñëiäîâíiñòü çíà÷åíü ôóíêöi¨ y0 = f(x0), y1 = f(x1), y2 = f(x2), . . . , y2n−1 = f(x2n−1), ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíié ñèñòåìi íåðiâíîñòåé y0 < y1 > . . . < y2n−3 > y2n−2 < y2n−1. Çà-

äàìî âiäîáðàæåííÿ yi → zi, äå i, zi ∈ [0, 1, . . . , 2n − 1] i zi ðiâíå ÷èñëó çíà÷åíü yl òàêèõ,

ùî yl < yi. ×èñëà zi óòâîðþþòü up down ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà âèçíà÷à¹ A2n−1 � çìiþ. Çàóâà-

æèìî, ùî öå âiäîáðàæåííÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå: òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèì ôóíêöiÿì,

âiäïîâiäàþòü ðiçíi çìi¨ i íàâïàêè � êîæíà çìiÿ ðåàëiçó¹ äåÿêó ôóíêöiþ. Îòðèìàíó çìiþ

ìîæåìî çàïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì

0 < z1 > z2 < . . . z2n−1 (6)

i ïîçíà÷èìî ÷èñëî òàêèõ çìié ÷åðåç a′2n−1. Î÷åâèäíî, ùî âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà íåðiâíiñòü

a′2n−1 < a2n−1. Äîâåäåìî, ùî a′2n−1 = a2n−2, àáî, ùî òå æ ñàìå, ÷èñëó Tn. Çàïèøåìî äàíó
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ñèñòåìó íåðiâíîñòåé ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

z1 > z2 < . . . < z2n−1, (7)

äå 2 ≤ z1 ≤ 2n − 1, òà îòðèìà¹ìî down up ïîñëiäîâíiñòü. Çàóâàæèìî, ùî ÷èñëà ïîñëiäîâ-

íîñòåé (6) òà (7) ðiâíi ìiæ ñîáîþ. Çà äîïîìîãîþ ãîìåîìîðôiçìó îñi z, ÿêèé çìiíþ¹ íàïðÿì

îñi i çáåðiãà¹ ïîðÿäîê, ïåðåòâîðèìî (7) ó up down ïîñëiäîâíiñòü òà îòðèìà¹ìî z′0 < z′1 >

. . . z′2n−2, äå 0 ≤ z′0 ≤ 2n − 3. Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî ïîñëiäîâíîñòåé ðiâíå ÷èñëó

a2n−2.

Çàóâàæåííÿ 2.1. Âiäìiòèìî, ùî ó ðîáîòi [2, ñ. 550] àâòîð âêàçó¹, ùî ÷èñëî òîïîëîãi÷íî

íååêâiâàëåíòíèõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié íà êîëi, ðiâíå ÷èñëó En, à íå Tn.

Çàóâàæåííÿ 2.2. L.I. Nicolaescu â [3] äîâiâ ãiïîòåçó Àðíîëüäà ïðî òå, ùî äëÿ ÷èñëà

òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié Ìîðñà çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ f : S2 → R, ç 2n + 2

÷èñëîì êðèòè÷íèõ òî÷îê ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

lim
n→∞

log g(n)

n log n
= 2.

ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç G(n) ÷èñëî òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié

f : S1 → R ç (2n+ 2) ÷èñëîì êðèòè÷íèõ òî÷îê, òî ñïðàâåäëèâî

lim
n→∞

logG(n)

n log n
= 2.

Îñêiëüêè, G(n) = Tn i äëÿ Tn ñïðàâåäëèâå íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ Tn = 22n(22n−1)
2n

Bn, Bn ∼
2(2n)!
22nπ2n , òî çàïèøåìî Tn ∼ 2(22n−1)(2n−1)!

π2n i çãiäíî ôîðìóëè Ñòiðëiíãà n! =
√
2π nn+ 1

2 e−ne
θn
12n

îòðèìà¹ìî

lim
n→∞

logG(n)

n log n
= lim

n→∞

log(2(2
2n−1)(2n−1)!

π2n )

n log n
= lim

n→∞

(2n log( 2
π
) + 2n log n)

n log n
+ θ(n) = 2,

äå θ(n) → 0 ïðè n → ∞.

Òâåðäæåííÿ 2.1. ×èñëî òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöi¨ f ç 2n ëîêàëüíèìè åêñòðå-

ìóìàìè, ñåðåä ÿêèõ ëèøå îäèí ãëîáàëüíèé ìiíiìóì (ìàêñèìóì), òà k ðiçíèõ çíà÷åíü,

ÿêi ïðèéìà¹ ôóíêöiÿ â äàíèõ åêñòðåìóìàõ (k < 2n), ðiâíå µ2n−1
k−1 .
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Äîâåäåííÿ. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ¹äèíîãî ãëîáàëüíîãî ìiíiìó-

ìó. Òîäi, ïî÷èíàþ÷è ç íüîãî òà â çàäàíîìó íàïðÿìi íà S1, ïîçíà÷èìî ëîêàëüíi åêñòðåìóìè

÷åðåç x0, x1, x2, . . . , x2n−1 i îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ïîñëiäîâíiñòü êðèòè÷íèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨

y0, y1, y2, . . . , y2n−1, ñåðåä ÿêèõ ¹ k ðiçíèõ. Çàäàìî âiäîáðàæåííÿ yi → zi, äå zi ∈ [0, . . . , k], i

zi ðiâíå ÷èñëó êðèòè÷íèõ çíà÷åíü yl òàêèõ, ùî yl < yi. Çãiäíî óìîâè, iñíó¹ ¹äèíèé ëîêàëü-

íèé åêñòðåìóì � ìiíiìóì x0 äëÿ ÿêîãî z0 = 0. Ðóõàþ÷èñü ïî êîëó â çàäàíîìó íàïðÿìi,

óòâîðèìî äåÿêó ïîñëiäîâíiñòü öiëèõ ÷èñåë 0 < z1 > z2 < . . . < z2n−1, äå zi ̸= 0, zi ≤ k − 1.

Òîäi, çãiäíî îçíà÷åííÿ, öå çìiÿ òèïó R2n−1
k−1 , ïðè÷îìó ëèøå z0 = 0 i âñi ðåøòà zi ̸= 0. ×èñëî

òàêèõ çìié ðiâíå µ2n−1
k−1 .

Âiäìiòèìî, äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ ó âèïàäêó îäíîãî ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìó äîñ-

òàòíüî ðîçãëÿíóòè ôóíêöiþ (−f).

Çàóâàæåííÿ 2.3. Ïðè çíàõîäæåííi ÷èñëà òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié ó äîâå-

äåííi Òâåðäæåííÿ 2.1 ñóòò¹âèì áóëî òå, ùî ìè îäíîçíà÷íî ïî÷èíàëè áóäóâàòè çìiþ ç

ãëîáàëüíîãî ìiíiìóìó. Ó âèïàäêó äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f , çàäàíî¨ íà S1, îäíîçíà÷íî¨ âiäïî-

âiäíîñòi ìiæ ôóíêöi¹þ òà çìi¹þ íå iñíó¹. Ðîçãëÿíåìî îäíó é òó æ ôóíêöiþ âèñîòè íà êîëi

(ðèñ.1), àëå, ïî÷èíàþ÷è áóäóâàòè çìiþ ç �ðiçíèõ� ãëîáàëüíèõ ìiíiìóìiâ, ìè óòâîðèìî ðiçíi

çìi¨.

Ðèñ. 1: Ôóíêöiÿ ç äâîìà ãëîáàëüíèìè ìiíiìóìàìè òà ìàêñèìóìàìè i âiäïîâiäíi ¨é ðiçíi

çìi¨.
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3 Çàãàëüíèé âèïàäîê ôóíêöié íà S1.

Íåõàé f : S1 → R äåÿêà ãëàäêà ôóíêöiÿ çi ñêií÷åíèì (2n) ÷èñëîì ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ,

ñåðåä ÿêèõ � m ãëîáàëüíèõ ìàêñèìóìiâ òà k ðiçíèõ çíà÷åíü, ÿêi ïðèéìà¹ ôóíêöiÿ â 2n

åêñòðåìóìàõ (k < 2n). Çðîçóìiëî, ùî òîäi ñåðåä ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ iñíó¹ ïðèíàéìíi

äâà, çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â ÿêèõ, ñïiâïàäàþòü. Íà äàëi, ïiä ôóíêöi¹þ f áóäåìî ðîçóìiòè ëèøå

òàêó, ùî çàäîâîëüíÿ¹ âêàçàíèì âèùå óìîâàì.

Ïîáóäó¹ìî êîìáiíàòîðíèé iíâàðiàíò äëÿ ôóíêöi¨ f . Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé íàïðÿì îáõîäó

íà êîëi i ïîçíà÷èìî m ãëîáàëüíèõ ìàêñèìóìiâ ÷åðåç x0, x1, ..., xm−1. Äëÿ êîæíîãî xi çíà-

éäåìî äóãó S0
i òàêó, ùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ yi â ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìàõ äóãè S0

i ¹ ðiçíèìè.

Ïðè÷îìó, êiíöÿìè äàíèõ äóã áóäóòü ëîêàëüíi ìiíiìóìè. Íåõàé x1,i - ïåðøèé ëîêàëüíèé

åêñòðåìóì (ìiíiìóì), ùî ëåæèòü íà êîëi çà ìàêñèìîìóì xi â íàïðÿìi, ùî ïðîòèëåæíèé äî

íàïðÿìêó îáõîäó, à xi,1 � ïåðøèé ëîêàëüíèé åêñòðåìóì (ìiíiìóì) â íàïðÿìi, ùî ñïiâïàäà¹

ç íàïðÿìêîì îáõîäó, x2,i i x
i,2 âiäïîâiäíî äðóãi i ò.ä. Óòâîðèìî íàñòóïíó ïîñëiäîâíiñòü ëî-

êàëüíèõ åêñòðåìóìiâ xli,i, ..., x1,i, xi, x
i,1, ..., xi,ri+1, ùî âiäïîâiäà¹ ãëîáàëüíîìó ìàêñèìóìó

xi i íàëåæèòü äóçi S
0
i , êiíöÿìè ÿêî¨ ¹ xli,i i x

i,ri+1 (ëîêàëüíi ìiíiìóìè). Êîæíié òàêié ïîñëi-

äîâíîñòi åêñòðåìóìiâ âiäïîâiäà¹ ïîñëiäîâíiñòü çíà÷åíü ôóíêöi¨, îñêiëüêè âîíè ¹ ðiçíèìè

i ëîêàëüíèé ìiíiìóì ÷åðãó¹òüñÿ ç ëîêàëüíèì ìàêñèìóìîì, òî ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà ñè-

ñòåìà íåðiâíîñòåé yli,i < ... > y1,i < yi > yi,1 < ... < yi,r
i
(âiäêèíåìî çíà÷åííÿ yi,r

i+1, ùî

âiäïîâiäà¹ xi,ri+1), à çãiäíî îçíà÷åííÿ öå ¹ åëåìåíòàðíà çìiÿ Lli+ri

k−1 . Âiäìiòèìî, ùî ìîæëèâi

òàêi âèïàäêè:

C1) S0
j

∩
S0
j+1 = ∅;

C2) S0
j

∩
S0
j+1 = xj,tj2+1 = xtj+1

1 ,j+1;

C3) S0
j

∩
S0
j+1 = S0

j,j+1, äå S
0
j,j+1 ⊂ S0

j ∪ S0
j+1;

Íàéïðîñòiøèìè ¹ âèïàäêè C1 òà C2, â ÿêèõ äóãè, ùî âiäïîâiäàþòü ãëîáàëüíèì ìàêñè-

ìóìàì xi, àáî íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê, àáî ìàþòü ëèøå îäíó - ëîêàëüíèé ìiíiìóì. Ó âè-

ïàäêó C3 ïîñëiäîâíiñòü åêñòðåìóìiâ äóãè S0
j,j+1 ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi xj,r′ , ..., xj,ri+1
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àáî xlj+1,j+1, ..., xl′,j+1, äå xk,j+1 ∈ S0
j+1, x

j,k ∈ S0
j , çðîçóìiëî, ùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â öèõ

ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìàõ óòâîðþþòü åëåìåíòàðíó çìiþ.

Òîäi, ç äâîõ äàíèõ äóã óòâîðèìî òðè, îäíà ç ÿêèõ � S0
j,j+1, à ðåøòà äâi òàêi, ùî S

0
j \S0

j,j+1

i S0
j+1 \ S0

j,j+1. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïàðè äóã S0
j òà S0

j,j+1 (S0
j òà S0

j,j+1) ñïðàâåäëèâî C2.

Ïåðåïîçíà÷èìî îòðèìàíi äóãè i çàïèøåìî íàñòóïíå ðîçáèòòÿ Γ0 =
n∪

i=0

S̃0
i (çðîçóìiëî, ùî â

çàãàëüíîìó âèïàäêó n ≥ m− 1).

Äàëi, ðîçãëÿíåìî S1 \ Γ0 =
∪
γ0
i , äå

∩
γ0
i = ∅. Äëÿ êîæíî¨ ç äóã γ0

i çíàéäåìî ëîêàëüíi

ìàêñèìóìè, çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â ÿêèõ íàéáiëüøå, òà óòâîðèìî ðîçáèòòÿ äóã γ0
i íà Γi

1 =∪
s

S1
i,s, äå êîæíié äóçi S1

i,s âiäïîâiäà¹ åëåìåíòàðíà çìiÿ, óòâîðåíà çíà÷åííÿìè ôóíêöi¨ â

ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìàõ, ÿêi ¨é íàëåæàòü. Äàëi ðîçãëÿíåìî S1 \Γ0

∪
Γi
1 = γ1

i òà ïî àíàëîãi¨,

äëÿ êîæíî¨ ç äóã γ1
i çíàéäåìî ëîêàëüíi ìàêñèìóìè, çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â ÿêèõ íàéáiëüøå, i

ò.ä. Îñêiëüêè ÷èñëî ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ ñêií÷åíå, òî çà äåÿêå ÷èñëî êðîêiâ ìè ðîçiá'¹ìî

êîëî S1 íà äóãè S̃i, ÿêèì âiäïîâiäàþòü åëåìåíòàðíi çìi¨ Lai
k−1. Ñëiä âiäìiòèòè, ùî äëÿ

äîâiëüíî¨ ïàðè ñóñiäíiõ äóã S̃i−1 òà S̃i ñïðàâåäëèâà óìîâà C2.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ω(f) - ðîçáèòòÿì êîëà, ùî âiäïîâiäà¹ äåÿêié ôóíêöi¨ f , íàçâåìî éîãî

ðîçáèòòÿ íà äóãè Si, ç êiíöÿìè â ëîêàëüíèõ ìiíiìóìàõ, i òàêi, ùî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â

ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìàõ äàíèõ äóã, óòâîðþþòü åëåìåíòàðíi çìi¨ Lai
k−1.

Ëåìà 3.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f iñíó¹ i ¹äèíå, ç òî÷íiñòþ äî öèêëi÷íîãî ïîðÿäêó äóã

Si, Ω(f) - ðîçáèòòÿ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ ç íàâåäåíèõ âèùå ìiðêóâàíü òà îäíîçíà÷íîñòi ïîáóäîâè

Ω(f) - ðîçáèòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Äâà ðîçáèòòÿ Ω(f) òà Ω(g) êîëà íàçâåìî içîìîðôíèìè (Ω(f) ∼ Ω(g)),

ÿêùî:

1) äëÿ äîâiëüíî¨ äóãè Si ⊂ Ω(f) iñíó¹ ¹äèíà äóãà S ′
j ⊂ Ω(g) òàêà, ùî âiäïîâiäíi ¨ì

åëåìåíòàðíi çìi¨ Lai
k−1 òà L

bj
k−1 ñïiâïàäàþòü;

2) öèêëi÷íèé ïîðÿäîê âiäïîâiäíèõ äóã ðîçáèòòiâ Ω(f) òà Ω(g) ñïiâïàäà¹.
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Òåîðåìà 3.1. Äâi ôóíêöi¨ f òà g íà êîëi òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè Ω(f) ∼ Ω(g).

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Äîâåäåííÿ íåîáõiäíîñòi âèïëèâà¹ ç Ëåìè 3.1 òà îçíà÷åííÿ òîïî-

ëîãi÷íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé f òà g äåÿêi ôóíêöi¨ íà êîëi òàêi, ùî Ω(f) ∼ Ω(g), äå Ω(f), Ω(g)

ðîçáèòòÿ êîëà, ùî ¨ì âiäïîâiäàþòü. Äîâåäåìî, ùî ôóíêöi¨ f òà g òîïîëîãi÷íî åêâiâàëåíòíi.

Çðîçóìiëî, ùî ÷èñëî äóã äëÿ Ω(f) òà Ω(g) îäíå é òå æ, ïîêëàäåìî éîãî ðiâíèì q. Îñêiëüêè

íàáîðè ÷èñåë {ai} i {bj} ñïiâïàäàþòü, òî ÷èñëà ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ ôóíêöié f òà g, ÿêi

âèçíà÷à¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé
∑
i

ai + q òà
∑
j

bj + q, âiäïîâiäíî, ðiâíi ìiæ ñîáîþ.

Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ðîçãëÿíåìî S0 ⊂ Ω(f), òîäi çãiäíî îçíà÷åííÿ iñíó¹ S ′
i ⊂

Ω(g) òàêà, ùî La0
k−1 = L′bi

k−1 i a0 = bi. Çàïèøåìî íàñòóïíi äâi ïîñëiäîâíîñòi, ùî óòâîðåíi

åëåìåíòàðíèìè çìiÿìè (La0
k−1, L

a1
k−1, ..., L

aq
k−1) òà (L′bi

k−1, L
′bi+1

k−1 , ..., L
′bi−1

k−1 ) çðîçóìiëî, ùî âîíè

ñïiâïàäàþòü i f ∼ g.

Çíàéäåìî âåðõíþ îöiíêó ÷èñëàN(f, q) òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié iç çàäàíèì

iíâàðiàíòîì: Ω(f) = Lt0
k−1, L

t1
k−1, ..., L

tq
k−1. Çãiäíî Ëåìè 1.1 ñïðàâåäëèâî l

ti
k−1 = Cti+1

k ·ati . Ïðî-

òå, ñëiä çàóâàæèòè, ùî âèáið ti+1 çíà÷åííÿ ç íàáîðó {0, 1, ..., k− 1} äëÿ çìi¨ Lti+1

k−1 çàëåæèòü

âiä âèáîðó ÷èñåë, ùî óòâîðþþòü ïîïåðåäíþ çìiþ Lti
k−1, òîìó ÷èñëî òàêèõ ìîæëèâîñòåé

ìåíøå çà êîåôiöi¹íò Cti+1
k . I äðóãèé iñòîòíié ìîìåíò, ùî íå âñi çìi¨ òèïó Ati ìîæëèâi,

îñêiëüêè ïîëîæåííÿ îñòàííüîãî ìàêñèìóìó çìi¨ Lti
k−1 çàëåæèòü âiä ïîëîæåííÿ ïåðøîãî

ìiíiìóìó íàñòóïíî¨ çìi¨ L
ti+1

k−1. Òîìó, âðàõóâàâøè öèêëi÷íèé ïîðÿäîê (q + 1) ÷èñëà äóã íà

êîëi, îòðèìà¹ìî íàñòóïíó îöiíêó çâåðõó:

Θ(q) = q! · Ct0+1
k · at0 · Ct1+1

k · at1 · ... · C
tq+1
k · atq . (8)

Ëåìà 3.2. Äëÿ ÷èñëà N(f, q) � òîïîëîãi÷íî íååêâiâàëåíòíèõ ôóíêöié iç çàäàíèì iíâàði-

àíòîì Ω(f) = Lt0
k−1, L

t1
k−1, ..., L

tq
k−1 ñïðàâåäëèâî N(f, q) < Θ(q), äå ÷èñëî Θ(q) çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíîñòi (8).

Çàóâàæèìî, ùî N(f, q) = Θ(q) ó âèïàäêó, êîëè q = 1, òîáòî f ¹ ñïåöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ.
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4 Âèñíîâêè.

Â äàíié ñòàòòi ïîáóäîâàíî êîìáiíàòîðíèé iíâàðiàíò ãëàäêèõ ôóíêöié, çàäàíèõ íà êîëi,

çi ñêií÷åíèì ÷èñëîì ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ. Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè ÷èñëî êðèòè÷íèõ

çíà÷åíü ôóíêöi¨ íå äîðiâíþ¹ ÷èñëó ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìiâ. Iíâàðiàíòîì òàêî¨ ôóíêöi¨

¹ Ω(f) - ðîçáèòòÿ êîëà S1 íà äóãè Si, çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ â ¨õ ëîêàëüíèõ åêñòðåìóìàõ,

óòâîðþþòü åëåìåíòàðíi çìi¨. Äîâåäåíî, ùî íåîáõiäíîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ òîïîëîãi÷íî¨

åêâiâàëåíòíîñòi ôóíêöié f òà g, çàäàíèõ íà êîëi, ¹ içîìîðôiçì ðîçáèòòiâ Ω(f) òà Ω(g), ùî

¨ì âiäïîâiäàþòü.
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