Модуль №1 «Структурний аналіз  лінійних САУ"
Тема 3:  Структурний аналіз лінійних САУ
1 . 1
Математические модели непрерывных  АС . Основы линеари​зации дифференциальных уравнений  АС.


Общим подходом к анализу любой  АС  в ТАУ  является под​ход, основанный на замене конкретного физического устройства на его математическую модель, то есть систему дифференциальных либо других уравнений, связывающую все выходные и входные сиг​налы этого устройства. В общем случае это нелинейные дифферен​циальные уравнения с изменяющимися во времени коэффициен​тами. При разработке таких математических моделей необходимо помнить о выполнении двух противоречивых требований. С одной стороны модель должна быть достаточно простой для исследова​ния, а с другой - достаточно точно отражать основные свойства системы. На практике поэтому обычно стремятся получить как можно более точную математическую модель АС  (нелинейную, нестационарную, многомерную), а потом, принимая различные до​пущения, связанные с физическим смыслом решаемой задачи, ап​проксимируют её более простыми : линеаризованными, стационар​ными, меньшей размерности и т.д.


Замена исходного нелинейного оператора на линейный назы​вается  линеаризацией  АС (напомним, что линейным называется оператор, удовлетворяющий свойству суперпозиции, то есть опера​тор суммы равен сумме операторов, а пропорциональное увеличе​ние входного сигнала приводит к соответствующему увеличению выходного сигнала).


Линеаризация движения  АС  обычно осуществляется относи​тельно некоторого опорного (невозмущённого) движения или со​стояния покоя и при этом должны выполняться следующие допу​щения:

   1) существует спорное движение;

   2) отклонение координат  АС  от опорного движения незначи​тельны;

   3) нелинейная функция, соответствующая оператору АС , должна иметь конечные производные по всем своим аргументам.


При этих допущениях обычно применяют метод линеаризации, основанный на разложении оператора АС  в ряд Тэйлора и ограни​чением в этом разложении только линейными членами.


Пусть оператор  АС  задан в виде следующего нелинейного дифференциального уравнения :

      

                      (1.1)

Требуется линеаризовать данное уравнение относительно некото​рого опорного движения, удовлетворяющего уравнению: 

       

                     (1.2)

В качестве такого движения может быть номинальный режим ра​боты генератора, прямолинейный горизонтальный полёт самолёта, ...
 Разложим оператор F  в ряд Тэйлора относительно этого дви​жения:
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Здесь символ ( означает приращение аргумента: (x = x-x0. Символ (((означает, что соответствующие производные вычисля​ются на координатах опорного движения.


При выполнении второго допущения линеаризации нелиней​ными членами ряда Тэйлора можно пренебречь (например, если ( = 0.1 , то (( = 0.01 - член уже второго порядка малости). Тогда, учи​тывая (1.1, 1.2), имеем:
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Принимая обозначения:  
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 - постоянные ко​эффициенты, имеем:
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   (1.3)

Здесь для упрощения записи символ ( опущен.


Данное дифференциальное уравнение полностью описывает линейную стационарную АС с одним входом y(t) и одним выходом x(t).

Пример: дана система, описываемая оператором вида: х-sinу = 0((( F(х , у) = 0;  опорное движение(точка):  у( = 0, х(=sin у0= 0.

                                                       Запишем линеаризованное уравнение: 

                                                    


График:


Попробуем теперь линеаризовать от​носительно точки  y0=(/2, x0=sin(/2=1
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Как видим, линеаризованное уравне​ние определяется не только видом исходного нелинейного опера​тора, но и выбранным опорным движением.

1.2 Формы записи линеаризованных уравнений линейных стацио​нарных АС


Линейной стационарной АС с одним входом y(t) и одним вы​ходом x(t) называется система, процессы в которой описываются линейным дифференциальным уравнением с постоянными коэффи​циентами :

       

.


Максимальный порядок ненулевой производной выходного сигнала - n  называется порядком  системы.


Для физически реализуемых систем всегда должно выполнятся условие n ( m .(Физический смысл условия будет раскрыт позже). Данное уравнение может записываться в различных формах :

 1. Безразмерная форма  (замена переменных  


где x0 , y0 - некоторые номинальные значения входа и выхода)

2. Стандартная форма  (а( ( (, b( ( ((
   


3. Операторная форма (введением обозначения D=d/dt)





4.Каноническая или форма Коши.

Канонической формой дифференциального уравнения n-го по​рядка называется его представление в виде системы n дифференци​альных уравнений 1-го порядка.

Пример: 
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 Введём обозначение 
[image: image7.wmf]1

x

x

=

&

, тогда 
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  и исходное уравнение можно записать так:



      ,

то есть в виде системы  2-х дифференциальных уравнений 1-го по​рядка. Широкое распространение такая форма записи получила в связи с тем, что решение этой системы осуществляется обычным численным интегрированием, методы которого достаточно хорошо разработаны (Ньютона, Рунге-Кутта, ...).


Отметим, что представленные выше вычисления проводились для случая, если правая часть системы не содержит производных от входного сигнала. Рассмотрим общий случай, когда дифференци​альный оператор АС имеет следующий  вид:

     

 


Можно показать, что данное уравнение можно записать в виде системы двух уравнений






Здесь  

 - некоторая вспомогательная переменная. Первое уравнение можно привести к форме Коши:






 EMBED Equation.2  

Второе уравнение имеет вид:





Тогда окончательно обобщённая форма Коши имеет вид:





5. Операционная форма позволяет перейти от исходного диффе​ренциального уравнения к обычному алгебраическому путём при​менения прямого преобразования  Лапласа 

  к правой и левой частям исходного уравнения. Напомним, что при нулевых на​чальных условиях 

. Тогда исходное дифферен​циальное уравнение  при нулевых начальных условиях примет вид:





или  





Это и есть операционная форма записи, широко применяемая в  ТАУ.

1.3 Передаточная функция и характеристическое уравнение ли​нейной стационарной АС.


Передаточной функцией линейной стационарной  АС на​зывается отношение изображения по  Лапласу выходного сиг​нала к изображению входного сигнала при нулевых начальных условиях.
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Для определения общего вида  ПФ воспользуемся операцион​ной формой записи оператора  АС




Откуда  

    
  



Таким образом, ПФ линейной стационарной АС в общем слу​чае есть дробно-рациональная функция переменной Лапласа p. Она не за​висит от вида входного сигнала (так как вычисляется при нулевых на​чальных условиях), а определяется только пара​метрами (коэффициентами) математической модели АС. На струк​турных схемах  АС  или её отдельные элементы изображаются в виде своих передаточных функций.  

Y(p)                     X(p)            Тогда  X(p) = W(p) Y(p).

Знаменатель 
ПФ 

 называ​ется характеристическим полиномом  АС, а соответствующее уравнение  A(p) = 0 - характеристическим уравнением.


Корни данного уравнения  pi (i = 1,2,...n) называются полю​сами ПФ. Причём, так как все коэффициенты ai вещественны, то эти полюса могут быть либо вещественными, либо комплексно сопря​жёнными (обобщённая теорема Виетта о связи корней и коэффици​ентов алгебраических уравнений). Для наглядности их принято обозначать на комплексной плоскости. Распределение полюсов на 

                    Im

         *                          *

                *                                

         *                          *           

комплексной плоскости характеризует основные свойства  АС. Корни числи​теля  ПФ  В(р) называются нулями  ПФ.  АС, все нули и полюса которой находятся в левой части комплексной плоскости  (имеют отрицательные действительные части) называются минимально фазовыми.

 Определение и исследование  ПФ  и соответствующих харак​теристических уравнений занимает центральное место в теории ли​нейных стационарных  АС.


1.4.  Передаточные функции соединений звеньев.

Отдельные элементы  АС  на структурных схемах могут со​единяться последовательно, параллельно или встречно-параллельно (с обратной связью). Все другие соединения могут быть приве​дены к этим трём. Определим эквивалентную передаточную функ​цию таких соединений.

а) последовательное:

Y(p)                 X1(p)                  X(p)      

X1(p) = W1(p) Y(p)                  

X (p) = W2(p) X1(p)   (        

Или в общем случае  



 - передаточная функция последовательного соединения звеньев равна произведению их пе​редаточных функций.

б) параллельное 




(1(р)=W1(р) Y(р) 

  (2(р) =W2(р) ((р) ( 

  ((р) = (1(р) + (2(р) =

   = (W1(р) + W2(р))Y(p)

      или в общем случае 

 W(р) = 

Wi(р) - передаточ​ная функция параллельного со​единения звеньев равна сумме их передаточных функций.

в) встречно - параллельное (с обратной связью)




                                                    ((р)=W1 (p) ((p)

                                                       ((p)=Y(p)-(1(p)=Y(p)-W2(p)((p)  (
   (((p) =



Y(p)

ПФ встречно - параллельного соединения звеньев равна ПФ звеньев в прямой цепи передачи сигнала, делённую на 1

( передаточную функцию последовательного соединения ПФ прямой цепи и цепи обратной связи. Знак  «+»  относится к отрицательной, а знак  «-»    к положительной обратной связи.

1.5  Правила преобразований структурных схем

На практике часто оказывается, что одно и то же звено в структурной схеме может быть соединено с другими звеньями од​новременно и последовательно и параллельно и встречно - парал​лельно, например:


Как видим, звено W2(p) участвует одновре​менно в трёх видах со​единений, и найти эк​вивалентную переда​точную функцию такой системы сейчас невоз​можно. Для решения подобных задач существуют специальные пра​вила преобразования структурных схем. Эти правила основаны на следующем : при всех преобразованиях отдельных участков или всей АС в целом, входные и выходные сигналы этих участков и АС должны остаться неизменными.

1)  Перенос узлов и сумматоров между собой.


2) Перенос узла через звено и звена через узел.


3)  Перенос сумматора через звено и звена через сумматор



Зная эти правила, теперь можно после соответствующих преобра​зований найти эквивалентную передаточную функцию исходной системы. Но учтём ещё следующую особенность: при всех перено​сах узел переносится к узлу, а сумматор к сумматору.

1.6.  Передаточные функции автоматических систем


Рассмотрим АС, структурная схема которой имеет вид.


Передаточная функция от входа Y(p) к выходу Х(р), обозначаемая:



называется передаточной функцией замкнутой системы.


Если разомкнуть обратную связь в любом месте, то тогда пе​редаточная функция последовательного соединения всех звеньев, входящих в основной контур системы (контур основной обратной связи) называется передаточной разомкнутой системы.

Обозначение: W(p) = W1(p)Woc(p).   Основной обратной связью на​зывается обратная связь между выходом и входом системы или, как говорят, самая внешняя обратная связь.
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          Отметим, что все передаточные функции замкнутых систем имеют один и тот же знаменатель 1+W(р). Определим теперь передаточные функции более сложных АС.     На этой схеме обозначены: Woc2(p) -основная обратная связь - определяет основной контур системы. Woc1(p) - местная обратная связь - определяет местный или внутренний кон​тур системы. При этом передаточ​ная функция ра​зомкнутой системы определяется как последовательное соедине​ние следующих звеньев:




Передаточная функция всей замкнутой системы от входа Y к вы​ходу X равна:            
[image: image11.wmf])

p

(

W

1

)

p

(

W

)

p

(

W

1

)

p

(

W

)

p

(

W

)

p

(

W

)

p

(

1

oc

3

3

2

1

Y

/

X

+

+

=

Ф




Системы, у которых передаточная функция основной обратной связи равна 1, называются следящими автоматическими систе​мами.

Выходным  сигналом таких систем является сигнал ошибки ((р)=Y(p)-X(p).

Передаточная функция замк​нутой следящей  АС  от входа Y к выходу ( равна:
[image: image12.wmf])
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, здесь W(p)=W1(p) - ПФ разомкнутой системы. Если на вход системы действует несколько входных сигналов,


то тогда выход​ной сигнал сис​темы определя​ется, как сумма реакций системы на каждый входной сигнал в отдельности (принцип суперпозиции, справедливый только для линейных систем), то есть:





Передаточная функция замкнутой системы от любого входа к любому выходу определяется, как  ПФ последовательного со​единения звеньев, включенных в прямой тракт между этим вхо​дом и выходом, деленная на 1+ ПФ разомкнутой системы.

Используя это правило, можно определить любые ПФ, напри​мер:
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