Дисципліна: Теорія інформації та кодування


 Лектор доц.. Жолдаков О.О.
Модуль №1„Загальні  питання  перетворення  форми  інформації”
Лекція №3.  Дискретизація сигналів. Поняття дискретизації, інженерні способі вибору кроку дискретизації     
3.1. Квантування сигналів за часом (дискретизація) 

В системі автоматизації керування чи контролю за допомогою АЦП проводиться перетворення окремих значень вихідних сигналів датчика Х  в цифрові еквіваленти. Це робиться у певні моменти часу, що визначаються потребами, зв'язаними з забезпеченням тієї чи іншої якості роботи таких систем. Результати перетворень (окремі відліки) можуть безпосередньо використовуватися комп’ютером або ж запам'ятовуватися для подальшої обробки (наприклад, накопичення в процесі експерименту даних та подальша їх обробка).
Процес заміни неперервної величини її окремими відліками (незалежно від точності представлення відліків) називається квантуванням сигналів  за  часом чи дискретизацією.  Відліки можуть вестися через рівні або нерівні проміжки часу.
Розглянемо випадок, коли відліки отримують через рівні проміжки часу 
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. Ці проміжки 
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 - називають кроком квантування (дискретизації) за часом. Дискретизація, як і квантування за рівнем, зв'язана з певними похибками, що погіршують точність роботи тієї чи іншої системи. Ці похибки необхідно враховувати так, щоб їхній вплив не виходив за рамки допустимого.
Вибір (планування) кроку квантування (дискретизації) за часом 
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 повинний бути таким, щоб похибка відновлення функції між відліками не перевищувала заданого значення 
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X

D

. Це важливо, і при обробці даних закінченого експерименту, і при реальному керуванні чи контролі, щоб не допустити недозволенні відхилення 
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 між точками відліку.
Для вивчення процесу дискретизації розглянемо деяку ідеальну ситуацію. Будемо вважати, що відліки беруться за допомогою АЦП, що має дуже велику швидкодію (час перетворення дорівнює нулю), саме перетворення виконується без похибок, тобто відлік у момент 
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 це абсолютно точне значення 
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Нас цікавлять наступні питання.

1. З якою граничною точністю можна відтворити Х(t) між відліками?
2. Як раціонально вибрати 
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 і при цьому гарантувати, що похибка відтворення між відліками не перевищить допустимого значення  
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На перше питання дає відповідь теорема Котельникова, сутність якої в наступному:

будь-яку неперервну функцію
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 з обмеженим спектром частот можна представити з будь-яким ступенем точності за допомогою окремих відліків цієї функції, взятих через однакові проміжки часу  
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, рівні півперіоду 1/2 fгр  граничної   частоти  fгр  спектра сигналу.

Відзначимо, що відповідно до теореми Котельникова, при виконанні умови 
[image: image12.wmf]ãð

f

t

2

/

1

=

D

, відновлення може бути зроблене з будь-яким ступенем точності, тобто без будь яких похибок.

           При доведенні теореми Котельников показав (доказ не приводимо) справедливість наступного співвідношення
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(3.1)
де 
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  відліки функції 
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 в моменти часу К  та   
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Таким чином, щоб значення  
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 по відлікам представити абсолютно точно, необхідно нескінченне число доданків, причому структура К-го доданку представляється добутком коефіцієнта 
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  (значення функції в момент  
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 Графічно 
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 зображує дзвінковоподібну функцію з амплітудою, рівною I у точці відліку К  , і значеннями нуль у точках   К + I і    К - I.

Що стосується практичної сторони питання, то можна стверджувати, що абсолютно точного відновлення 
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   не відбудеться. По-перше, нескінченне число відліків на практиці не може бути отримано. По-друге, реальні процеси, що описує функція 
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, кінцеві, а це значить, що їхні спектри нескінченні (вони прямують до нуля лише асимптотично). Установка обмежуючого фільтра, як рекомендується в роботі  [2],  в принципі не рятує положення, оскільки подавлення частот вище fгр змінює саму функцію 
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. Рекомендоване тут же підвищення частоти квантування також не може бути виправданим, про що буде говоритися нижче.

Як же практично можна скористатися співвідношенням (3.1)?

Якщо сигнал знімають з виходу датчика з обмеженою частотою пропускання, то принаймні, відома частота  fгр.

Для визначення значення  
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   між відліками використовується формула (3.1) з обмеженим числом доданків,  симетрично розташованих щодо цікавлячого нас моменту часу. Точність буде залежати від обраного числа доданків і буде гірше на краях діапазону отриманих відліків.

Таким чином, поки можемо констатувати:

1. Теорема Котельникова установлює фундаментальний факт – по відлікам (дискретам) теоретично можна абсолютно точно відновити неперервну з обмеженим спектром функцію 
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.
2. Відновлення функції по відлікам на практиці пов’язане з похибками і досить об'ємними обчислювальними роботами.

3.2. Інженерні способі вибору кроку дискретизації
Як вірно вибирати крок дискретизації  
[image: image28.wmf]t
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 на практиці і чи є інші методи вибору?

Щоб відповісти на перше питання,  досить усвідомити, що зменшення кроку дискретизації 
[image: image29.wmf]t
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 веде до зменшення похибок відновлення, але вимагає АЦП із більшою швидкодією і великим обсягом оброблюваємої інформації та інформації, що запам'ятовується. Збільшення кроку дискретизації  
[image: image30.wmf]t
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 веде до зворотних наслідків. Тобто крок квантування необхідно вибрати якомога більшим, але так, щоб похибка апроксимації не перевищувала заданого (допустимого) значення  
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. Зрозуміло, дуже бажано, щоб процедура відновлення була простою і не вимагала великого обсягу обчислень.

Маючи на увазі все вище сказане на практиці застосовуються різні методи вибору кроку квантування  
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 , більшість з яких базується на апроксимації  
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 багаточленами  різних степенів [I] . Найбільш простим є випадок з нульовим ступенем апроксимуючого полінома. При цьому значення функції між відліками  
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вважається рівним відліку в точці  
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, тобто
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 . Неважко оцінити і значення 
[image: image38.wmf]t

D

:


[image: image39.wmf]max

max

|

)

(

/

|

|

dt

t

dX

X

t

D

£

D


Більш ефективною в щодо збільшення 
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, за інших рівних умов, є апроксимація поліномом першого ступеня, тобто коли вважають, що між відліком 
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сигнал змінюється за лінійним законом  (мал.  1.2). Такий спосіб називають кусочно-лінійною апроксимацією.
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Мал 3.1
При цьому  
[image: image44.wmf])

(

*

t

X

 (відновлюване значення сигналу в точці t) визначається за допомогою простого співвідношення
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а похибка апроксимації 
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через вираз [1]:
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(3.2)

З виразу (1.5) легко одержати розрахункове співвідношення для вибору кроку дискретизації 
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.  Справді, якщо допустима похибка апроксимації дорівнює 
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, то крок потрібно вибрати так,  щоб максимальне по абсолютній величині значення, отримане за допомогою виразу (3.2), не перевищувало 
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. Оскільки моменти відліків 
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 носять випадковий характер і ніяк не прив'язані до 
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 (тобто не синхронізовані з нею), максимізація правої частини (1.5) зводиться до роздільної максимізації двох співмножників.

Максимізація першої частини дає тривіальний результат 
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  (максимальне значення 2-ї похідної), а по другому співмножнику (з урахуванням 
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 див. мал. 1.2) одержимо - 
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Отже,    
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  Звідки    
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Розглянуті способи апроксимації для вибору кроку дискретизації 
[image: image58.wmf]t
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 є окремими випадками інтерполяційних багаточленів Лагранжа [I] , що допускають і більш високі ступені поліномів. Чим вище ступінь полінома, тим, за інших рівних умов, більше крок дискретизації 
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, але ускладнюється розрахунок.
У роботі [1] стверджується, що знаходять застосування й інші більш складні формули (багаточлени Чебишева першого роду, Лежандра, Лаггера, розкладання Фурье-Уолша). Крім того, вибір кроку дискретизації 
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   можна визначати і по допустимому середньоквадратичному відхиленню 
[image: image61.wmf]s

.
Який же можна зробити висновок? По-перше, апроксимація поліномами першого ступеня (кусочно-лінійна), за інших рівних умов, для виборі кроку дискретизації 
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 більш доречна у порівнянні з теоремою Котельникова по наступним причинам:
· Допускається, при інших однакових умовах, в більшості випадків істотне (на кілька порядків) збільшення кроку дискретизації 
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;

· достатнім є  мізерний обсяг найпростіших обчислень для відновлення сигналу в точці t;

По-друге, у найпростіших випадках можна використовувати нульову апроксима-цію, а в особливих, коли за деяких причин потрібно збільшення кроку дискретизації 
[image: image64.wmf]t
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в порівнянні з кусочно-лінійною апроксимацією, можна застосувати поліноми більш високих ступенів  [I] .

Висновок про вибір 
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  по теоремі Котельникова, варто використовувати для наступного усереднення відліків з метою зменшення випадкових похибок. Це випливає з того, що відліки функції по теоремі Котельникова являють  собою  не що інше, як найближчі  некореговані значення функції  [I]. Такий висновок отриманий на основі математичної моделі, у якій передбачається, що сигнал має кінцеву тривалість, відома його кореляційна функція, а спектр відмінний від нуля в межах від 
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