Дисципліна: Теорія інформації та кодування


 Лектор доц.. Жолдаков О.О.
Модуль №2.  „ Основи кодування інформації в каналах зв’язку ”
Лекція №2.  Спектри немодульованих сигналів. Основи теорії спектрів, спектри одиночних та періодичних імпульсів
Відомо, що функції, які залежать від часу, можна відтворити через відповідним чином підібрані складові частини. Досить часто і самі сигнали являтися результатом сумісної дії окремих складо​вих. Але більш цікавим в те, що практично будь-які реальні елект​ричні сигнали можуть бути відтворені виключно через гармонічні, складові, тобто через функції синусів і косинусів.

Використовуючи докази математики, а також беручи до уваги, що мова йде про реальні електричні сигнали, можна стверджувати:

будь-який періодичний сигнал  U(t)  завжди відтворюється через гармонічні складові, які називають гармоніками спектра  cигнала.

Теоретично періодичним  вважають  сигнал  U(t) , якщо спра​ведливе співвідношення U(t)=U(t+T)

де Т - період повторення; t - поточний час (указане співвід​ношення виконується для t = ( 
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Практично сигнал вважається періодичним, якщо це співвідно​шення справедливе для кількох десятків періодів T.

Відповідні формули, одержані Фур’є,  мають такий вигляд:
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(2.1)
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   - постійна складова;
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є відповідні коефіцієнти, причому  (=2π/T або (=2πF  ((  - кругова, а  F  - звичайна частоти).

Замість співвідношення (2.1) частіше використовують формулу, яку з нього одержують:
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Де     SHAPE  \* MERGEFORMAT 


            -  амплітуда К-і  гормоніки;

         SHAPE  \* MERGEFORMAT 


        -  її фаза.

Таким чином, математика стверджує, що будь-яку функцію U(t) для реального сигналу можна подати через ряд Фур'є (2.2), тобто це значить, що будь-який реальний сигнал може бути абсолютно точ​но відтворений, якщо підсумувати гармоніки, правильно (за Фур’є) вибравши їх амплітуди, частоти та фази. Як бачимо з формули (7.2) складовими є: постійна складова С0  , перша гармоніка - 
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Сукупність амплітуд   СК   називають спектром амплітуд сигналу, множину фаз  
[image: image12.wmf]j

К   - спектром фаз.

Важливо відзначити, що спектр періодичного сигналу нескін​ченний і дискретний. Кожну амплітуду складової спектра  СК  можна підрахувати або заміряти.

Якщо функція  U(t)  - неперіодична, то, як показав Фур’є, мають місце такі співвідношення:
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(2.3)
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 







(2.4)
Тут 
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- комплексний спектр сигналу (
[image: image15.wmf]w

-кругова частота). Як бачимо, комплексний спектр є неперервним. Він також і нескін​ченний.

На відміну від періодичних сигналів спектри неперіодичних -неперервні, окрім того, хоч  
[image: image16.wmf])
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- це спектр, але він відріз​няється по суті від того, що собою являють амплітуди  Ск . Якщо говорити про амплітуду гармоніки спектра неперервного сигналу для будь-якої частоти 
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,  то вона завжди дорівнює нулю, а 
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- не що інше, як величина, пропорційна амплітуді, тобто спектральна густота 
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2.1 Спектри немодульованих сигналів. Спектри неперіодичних імпульсів
Найбільш типовими сигналами, які використовуються в нашій діяльності, є прямокутні імпульси. Розглянемо спектри неперіо​дичних сигналів, починаючи із спектра одиночного прямокутного імпульсу з параметрами 
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- амплітуда і 
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- тривалість тако​го сигналу. Для цього потрібно використати формулу (2.3), оскіль​ки це - неперіодичний сигнал:
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Заміна границь інтегрування мінус 
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 і плюс 
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, а самої функції и(t) на 
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 викли​кана тим, що U (t) дорівнює 
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 тільки в інтервалі існуван​ня імпульсу, а всі інші її значення дорівнюють нулю.
Проінтегруемо співвідношення (2.5) і зробимо деякі перетворення:

Щоб краще зрозуміти, що являє собою спектр  S(ω)  в даному випадку,  дамо  його графічне зображення після перетворення форму​ли  (2.6):
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(2.7)
де  f  - частота сигналів (щоб одержати вираз (2.7) треба домножити чисельник і знаменник на 
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 ).

Щоб побудувати графічне зображення спектра зазначимо, що при   f= 0 і чисельник і знаменник формули (2.7) дорівнюють ну​лю. Але з математики відомо, що


[image: image31.wmf]1

sin

lim

0

=

®

t

p

t

p

f

f

f


Таким чином, робимо висновок, що      
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 уже ніколи не стане рівним нулю, а буде зростати пропорційно до частоти f, в той час як чисельник буде мінятись за законом синусів, не перевищуючи одиниці і періо​дично в точках k[image: image34.wmf]p

(k=0,1,2,…) буде дорівнювати нулю. Перший раз нуль одержимо, якщо аргумент 
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 , що виконується при 
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= 1, тобто при частоті 
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  і т.д. Враховуючи сказане, одержимо графік (рис.2.1).
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Рис. 2.1

Аналогічно цьому можна розрахувати і зобразити спектри ін​ших сигналів, наприклад, трапецієподібних, “трохи піднятий косинус” (плавні переходи від нуля до максимуму) та інші. Якщо проаналізу​вати спектри таких одиночних сигналів, то можна зробити такі висновки.

1. Спектри мають один і той же характер, а саме – основна енергія  знаходиться  біля нульової частоти, а при збільшенні частоти спектральна густота |S(ω)| падає.

2. З теоретичної точки зору спектри - нескінченно широкі, але, якщо знехтувати високими частотами, на долю яких випадає мало енергії  (наприклад, 2-10 %), то можна говорити про реальну, суттєву  ширину  спектра.

3. Основна енергія сигналу (більше 90 %) знаходиться в діа​пазоні частот 
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    (чим коротший імпульс, тим ширший його спектр).

4. Чим більш плавний характер має форма імпульсу, тим швидше падає значення спектральної густоти |S(ω)|   при підвищенні частоти, тобто основна  енергія  більш компактно згруповується  біля  нульової частоти.

Останнє твердження  є  основною  причиною, що  сприяє застосуван​ню не прямокутних імпульсів в ряді  систем при передачі  інформації.. В  цьому разі  більш   ефективно використовується   потужність переда​вача і  йде менше затрат на боротьбу із створюваними за рахунок  високочастотної частини  спектру  шумами.

2.2. Спектри періодичних прямокутних імпульсів
Розглядаючи спектри періодичних прямокутних імпульсів  з  ам​плітудою U0, тривалістю   
[image: image43.wmf]t

   і періодом  Т  , потрібно вико​ристовувати ряд Фур'є, тобто співвідношення (7.1) і (7.2), ос​кільки мова йде про періодичний сигнал. При цьому  врахуємо, що в діапазоні мінус 
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Для постійної складової  
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Оскільки амплітуда    К -ї гармоніки    [image: image49.wmf],
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Вважаючи, що  
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  - скважність періодичних прямокут​них імпульсів, а   
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, виконаємо як і раніше для одиночного імпульсу деякі перетворення (7.8):
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Із співвідношення (2,9) можемо також одержати: 

[image: image60.wmf];

/

/

sin

sin

a

p

a

p

a

t

p

t

p

a

k

k

u

kF

kF

u

C

k

0

0

2

=

2

=

                                                                     (2.10)

(оскільки  
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Тепер, користуючись формулою (2.9), можем зобразити обрідну спектра, якщо вважати, що f - неперервна. Оскільки формула 2.9) відрізняється від (2.7) тільки значенням коефіцієнта, то обвідна буде такого ж, як і для спектра одиночного імпульсу. Зо​бразимо її штриховою лінією (рис.2.2).
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Рис. 2.2

Враховуючи, що  К  - цілі числа (1,2,3...) і f  може прий​мати тільки такі значення, як F  , 2F,  3F…, відкладемо в цих точках значення амплітуд С1, С2 , С3…
Аналізуючи мал.7.2 для спектра періодичних прямокутних ім​пульсів, можна зробити такі ж висновки, як і для одиночного ім​пульсу: основна енергія сигналу групується біля нульової частоти (див. висновки щодо спектра одиночного імпульсу  п.7.2.І). Але тепер спектр дискретний або, як інколи кажуть, лінійчатий (із окремих ліній). Цікаво підрахувати, скільки ліній (амплітуд) ле​жить в діапазоні частоти 0 -  
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  , де, як і для одиночних імпульсів, групується основна енергія.  Із формули  (7.10) випливає, що 
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  перший раз, якщо k/a=1, тобто k=a  . Таким чином, число ліній в основному діапазоні частот 
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 дорівнює скважності. Чим більша скважність, тим більше ліній.

Якщо період збільшувати, а тривалість імпульсу   
[image: image66.wmf]t

  залиша​ти постійною, то число ліній зростає. Для неперіодичних сигналів можна скористатись переходом від періодичних, збільшуючи період до нескінченності і, таким чином, одержувати такі ж результати, як і для одиночних.

Отже, обвідна спектра періодичних прямокутних імпульсів співпадає з формою спектра для одиночного імпульсу. 
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