Дисципліна: Теорія інформації та кодування




Модуль №2  „ Основи кодування інформації в каналах зв’язку ”
Лабораторна робота № 5.   Дослідження циклічного коду, синтез кодеру та декодеру
Мета роботи - вивчення методики побудови циклічних кодів, дослідження залежності властивостей коду від його структури, вивчення методів побудови кодуючих та декодуючих пристроїв.

5.1. Загальні теоретичні відомості

5.1.1. Основні визначення та поняття
Циклічні коди, будучи різновидом систематичних, мають усі їх властивості. Як у будь-якого коректуючого коду n розрядна комбінація містить n0 інформаційних та r службових (надлишкових) розрядів, тобто n = n0 + r.
Для дослідження циклічних кодів застосовують спеціальний математичний апарат. Розглянемо коротенько суть такого підходу.

Кожній кодовій n-розрядній комбінації an an-1 an-2…a1 ставиться у відповідність поліном - G(x) ступеня (n-1):

G(x) = an xn‑1 + an‑1 xn‑2 + ... + a2 x1 + a1 x0 ,
де ai - розрядні цифри коду, що приймають значення 0 або 1, а x-фіктивна змінна. Наприклад, кодовій комбінації 10110111 ставиться у відповідність поліном x7+x5+x4+x2+x+1. Отже, у поліномі G(x) стільки членів, скільки одиниць у відповідному коді.

Дії над поліномами і їхніми членами виконуються за правилами звичайної алгебри, з урахуванням того, що додавання та віднімання замінюються додаванням «по модулю 2», що будемо позначати символом +.

Циклічний зсув коду на k розрядів вліво еквівалентний множенню полінома G(x) на xk:

G(x) = an xn+k + an‑1 xn‑1+k + ... + a2 xn+k + a1 xk.
Для побудови циклічного коду вибирають деякий поліном Р(x) ступеня  r = n ‑ n0. Цей поліном P(x) будемо називати створюючим. Циклічними кодами (непошкодженими в каналі зв'язку) вважають всі n-розрядні комбінації, поліноми яких F(x) без остачі діляться на створюючий Р(x) степені r.
Якщо при ділені полінома G(x) прийнятого коду мається не нульовий залишок, то це ознака того, що кодова комбінація пошкоджена. Зазначені властивості циклічних кодів лежать в основі кодування й декодування для захисту інформації від спотворень завадами в каналах зв'язку.

Від виду утворюючого поліному Р(x) істотно залежать властивості коду і, в першу чергу, здатність виявити ту чи іншу кількість пошкоджень.

Тепер розглянемо з загальних позицій способи побудови циклічних кодів. Проведемо деякі формальні операції, а саме: запишемо поліном інформаційної частини G0(x), що має n0 розрядів (ступінь G0(x) буде n0 ‑ 1); поділимо добуток xr G0(x) на створюючий поліном Р(x) степені r. Тоді:

 eq \f(xr G0(x);P(x)) = Q(x) + \f(R(x);P(x))
(5.1)

де Q(x) - частка від ділення xrG0(x) на P(x) тієї ж степені, що і G0(x), а R(x) - залишок, причому степінь його менше r.
Рівняння (5.1) представимо у вигляді:

xrG0(x) = P(x)Q(x) + R(x)
(5.2)

а рівняння (5.2) перепишемо в такий спосіб:

P(x)Q(x) = xrG0(x) + R(x)
(5.3)

На підставі (5.3) можна зробити наступні висновки про способи побудови циклічних кодів.

P(x)Q(x) без остачі ділиться на Р(x), має степінь r+n0– 1 = n ‑ 1, а тому відповідає n-розрядній комбінації. Звідси перший спосіб побудови циклічних кодів: створюючий поліном достатньо помножити на поліном інформаційної частини (позначення полінома інформаційної частини як Q(x) не суттєво, оскільки він тієї ж степені, що G0(x)).

Приклад: нехай інформаційна частина 10101, а утворюючий поліном P(x)=x3+x+1, тоді G0(x)=x4+x2+1, а 

G0(x)P(x)=(x4+x2+1)(x3+x+1)= x7+x5+x3+x5+x3+x+x4+x2+1=

= x7+x4+x2+x+1.

Цьому поліному відповідає циклічний 8-розрядний код 10010111. В таких кодах невідомо де інформаційні, а де службові розряди (код нероздільний), що складає суттєві труднощі при декодуванні (виділенні інформаційної частини). Тому цей спосіб не використовується на практиці.

Із правої частини (5.3) слідує другий спосіб: інформаційні розряди зсувають на r розрядів вліво, а на звільнені r-позицій записують код, що відповідає поліному залишку R(x). Код роздільний, що обумовило його переважне використання в техніці.

Розглянемо приклад при тих же інформаційній частині та утворюючому поліномі:

1.
Зсунемо інформаційну частину 10101 на r=3 розрядів вліво (ступінь P(x) - трійка) 10101 ·   ·   ·  (рисками позначено звільнені позиції).

2.Одержимо остачу R(x) від ділення xrG0(x) на P(x):

а) xrG0(x) = x3(x4 + x2 + 1) = x7+x5+x3.
б)  

	x7+x5+x3
x7+x5+x4
x4+x3
x4+x2+x
x3+x2+x

x3+x+1
x2+1
	x3+x+1

	
	x4+x+1

	


Значить, R(x)=x2+1 і йому відповідає код 101.

3.Код остачі записуємо на звільнені позиції 10101 1 0 0.

Це і є циклічний код з відділеною інформаційною частиною.

5.1.2. Теореми про циклічні коди
Дослідимо коректуючі властивості кодів в залежності від видів утворюючих поліномів P(x). Почнемо з того, що проаналізуємо поліноми прийнятих кодів у відношенні їхньої ділимості на утворюючий поліном P(x):

коли залишок дорівнює нулю, вважають, що помилок нема, в противному випадку бракують комбінацію як пошкоджену в каналі зв'язку.

Якщо комбінацію з одиницями в розрядах, у яких відбулися спотворення, (помилки) і нулями в інших розрядах назвати вектором помилки, то поліном комбінації, що аналізується в приймачі, може бути представлений сумою поліномів неспотвореної комбінації циклічного коду F(x) і вектора помилки П(x).Таким чином, ділення F(x)+П(x) на Р(х) без залишку залежить виключно від полінома П(x), оскільки F(x) дає завжди нульовий залишок.

Розглянемо деякі теореми про циклічні коди.

Теорема 1. Циклічний код, створюючий поліном Р(х) якого має більш одного члена, виявляє будь-які одиночні помилки.

Доказ. Полином вектора помилки П(х) буде мати вид П(х)=xi ‑1, де i-номер одного спотвореного розряду. Ділення xi ‑1 на P(x) без залишку неможливе. Теорема доведена.

Теорема 2. Циклічний код зі створюючим поліномом P(x)=x+1 виявляє будь-яке непарне число помилок.

Доказ. Якщо F(x) ‑ поліном неспотвореного циклічного коду, то F(x): P(x)=T(x), де T(x) поліном ступеня n0 ‑1 (залишок R(x)=0). Тоді F(x)= P(x) T(x)=(x+1)T(x)=xT(x)+T(x).

Очевидно, Т(х) і xТ(х) мають однакове число членів, наприклад, по t1, далі в Т(х) і хТ(х) може матися по t2 членів з однаковими степенями, які при підсумовуванні скоротяться. Тому F(x) має завжди 2t1-2t2=2(t1-t2) членів (тобто парне число). Отже цей код має парне число одиниць і виявляє будь-яке непарне число пошкоджень. Теорема доведена.

Теорема 3. Циклічний код з утворюючим поліномом P(x)=xm+1 також виявляє будь-яке непарне число помилок.

Доказ. Оскільки полином х+1 входить як співмножник в xm+1, то на підставі теореми 2 виявляється будь-яке непарне число помилок. Теорема доведена.

Теорема 4. Циклічний код зі створюючим поліномом Р(х), степені r виявляє пакет помилок довжиною l ≤ r.
Під пакетом помилок довжиною l розуміють дві або більше помилок, причому відстань між першою і останньою включно дорівнює l розрядів .

Теорема 5. Якщо циклічний код утворений поліномом степені r, то доля пакетів помилок довжиною r+1, що не виявляється в ньому, складає  eq \f(1;2r-1) .

Теорема 6. Якщо циклічний код утворений поліномом степені r, то доля пакетів помилок, що не виявляються, складає  eq \f(1;2r) всіх пакетів, довжиною від r+2 до n включно.

Теорема 7. Циклічний код, утворений поліномом Р(х), виявляє всі одиночні і подвійні помилки, якщо розрядність коду n менше  чи дорівнює степені q двочлена xq+1, де q-найменше число при якому xq+1 без залишку ділиться на Р(x).

Доказ. Одиночні помилки виявляються на підставі теореми 1. Для подвійної помилки, що характеризується спотвореннями в i-му і в j-му розрядах, П(х)= xi–1 (x j–1 + 1). П(х) не поділиться на Р(х) за умови, що двочлен x j–1 + 1 не поділиться на Р(х) без залишку. Ділення неможливе, тому що j – i < n ≤ q, a q - найменше число, при якому двочлен xq + 1 ділиться на Р(х) без залишку.

Теорема доведена.

Висновки з теореми 7. Для коректуючих кодів з кодовою відстанню d=3 число надлишкових розрядів визначають зі співвідношення 2r ≥ n + 1. З погляду зменшення надлишковості, кількість розрядів вигідніше визначати як n = 2r – 1.

На підставі теореми 7 для циклічних кодів значний інтерес представляють значення q = 2m – 1. Доведено, що двочлен xq + 1 є найменшим спільним кратним для всіх без винятку неприводимих поліномів степені m.

Крім того двочлен xq + 1 ділиться на всі неприводимі поліноми, степені яких ділять націло число q. Нарешті, двочлен xq + 1 ділиться без залишку на двучлен x + 1. Отже, можна зробити важливий висновок: для будь-якого т існує циклічний код розрядності n = 2m – 1, утворений неприводимим поліномом Р(х) степені m, що виявляє всі одиночні і подвійні помилки.

Важливість цього висновку полягає в тім, що будь-який циклічний код повинний стовідсотково виявляти не тільки пакети довжиною r, але й усі без винятку подвійні помилки.

При побудові циклічного коду необхідно вибрати утворюючий поліном степені r, що входить  множником xq + 1, а число розрядів коду n ≤ q. Такий код буде виявляти всі одиночні і подвійні помилки, а також пакети помилок відповідно до теорем 4-6.

Приклад. У якості утворюючого візьмемо неприводимий поліном 4-ї степені P(x) = x4 + x + 1 (m=4 і q = 24 – 1 = 15). Отже, число розрядів n у циклічному коді не повинно перевищувати 15, тому інформаційних n0 повинне бути не більш n0 = n – r= 15 – 4 = 11. Утворимо циклічний код на основі інформаційної комбінації типу 10011001. Їй відповідає поліном G0(x) = x7 + x4 + x3 + 1. Знайдемо R(х):

G0(x)xr = ( x7 + x4 + x3 + 1) ( x4 = x11 + x8 + x7 + x4 
	x11+x8+x7+x4
x11+x8+x7
x4
x4+x+1

x+1
	x4+x+1

	
	x7+1

	


Одержуємо R(x)=x+1, чому відповідає код 0011. Отже, комбінація циклічного коду буде записана як 100110010011.

5.1.3. Побудова кодуючих і декодуючих пристроїв

Нехай задано утворюючий поліном P(x) = x4 + x + 1 (r = 4) та інформаційну частину 100101. Потрібно створити циклічний код. Відповідно до правил створення циклічного коду будемо ділити xr G0(x) на Р(х) для одержання залишку R(х). При цьому G0(x) = x5 + x2 + 1, а xr G0(x) = x4 ( x5 + x2 + 1) = x9 + x6 + x4.

Виконаємо ділення звичайним алгебраїчним способом та аналогічно в кодах:

	x9+x6+x4
x9+x6+x5
x5+x4
x5+x2+x

x4+x2+x

x4+x+1

x2+1
	x4+x+1
	
	+1001010000

  10011


+0000110000


10011


+10110


  10011


  00101
	10011

	
	x7+1
	
	
	100011

	
	
	
	
	


Оскільки залишок повинний бути r розрядний, то в обох випадках це є 0101.

Розглянувши вище приведену послідовність дій в кодах, можемо створювати, що для обчислення залишку достатньо реалізувати схему рис. 5.1, яка працює за відповідним алгоритмом.

Тут: інформаційний та r-регістр являються зсувними для запису інформаційної n0 - розрядної частини та r-розрядного залишку відповідно; ( - двохвходовий однорозрядний суматор по “модулю 2” (аналізатор). 
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Рис. 5.1

Алгоритм роботи:

1. На аналізатор шляхом синхронного зсуву убік старших розрядів подаються порозрядно ділене і вміст r-регістра, що в початковому стані обнулений.

2. Після кожного такту зсуву, у випадку одиниці на виході аналізатора, до вмісту r-регістра сумується «по модулю 2» код утворюючого поліному без старшого розряду.

3. Після n0 - тактів зміст r-регістра знімається як код залишку R(x).

У табл. 5.1 показане потактне виконання описаного алгоритму стосовно до розглянутого вище прикладу - утворюючий поліном P(x) = x4 + x + 1, інформаційна частина 100101. Тут n0=6 та код утворюючого полінома без старшого розряду - 0011.

Таблиця 5.1
	Такти
	Старші розряди
	Результат

на (
	Дії та результат в 

r-регістрі

	
	інформаційні
	r-регістра
	
	

	1
	1
	0
	1
	+0000

  0011

  0011

	2
	0
	0
	0
	0110

	3
	0
	0
	0
	1100

	4
	1
	1
	0
	1000

	5
	0
	1
	1
	+0000

  0011
  0011

	6
	1
	0
	1
	+0110

  0011
  0101


На основі розглянутого алгоритму можна синтезувати кодер, структурна схема якого представлена на рис. 5.2.
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Рис. 5.2

До складу кодера входять: r-розрядний регістр зсуву, три ключі і двухвходові суматори ( “по модулю 2”, число яких дорівнює числу членів утворюючого полінома. При цьому один суматор використовується в зворотному зв’язку як аналізатор, а інші – на входах тих розрядних тригерів r- регістра, в яких будуть одиниці, якщо записати код створюючого полінома без старшого розряду. На вході першого розряду суматор відсутній.

Робота кодера. У початковому положенні ключі К1 і К3 відкриті, а К2 закритий. Протягом n0 тактів кодер працює відповідно до описаного алгоритму, а в канал видається інформаційна частина. Потім K1 і К3 закриваються, а К2 відкривається, і вміст r-регістру  (залишок R(x)) такт за тактом видається в канал.

Декодер повинний містити розглянутий кодер і буферний регістр на n0 розрядів (під інформаційну частину). В подовж перших n0 тактів інформація надходить на кодер і буферний регістр, а потім з n0 + 1 такту тільки в кодер. Після n-го такту опитується схема «ЧИ», входи якої зв’язані з усіма тригерами r‑регістра кодера. У випадку нуля на виході вважається, що помилок немає (залишок нуль), у противному випадку є. При цьому вміст буферного регістру стирається та передається сигнал передавачу про повторну передачу комбінації.

Таким чином, в апаратурі передачі даних (АПД) досить, мати один декодер для рішення задач кодування і декодування в двох режимах: «передача» і «прийом».
5.2. Опис лабораторної установки

Модель АПД із застосуванням циклічних кодів відповідає блок-схемі, показаній на рис.5.3.
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Рис. 5.3

Інформаційну частину записують у регістр інформаційного коду (РІК). За допомогою пристрою керування (ПК) ця послідовність такт за тактом передається на кодуючий-декодуючий пристрій (КД), у результаті чого в канал зв’язку надходить циклічний код. Будь-які розряди отриманого коду можуть бути спотворені за допомогою блоку імітації перешкод (БІП). Пошкоджений чи правильний код розряд за розрядом, відповідно до тактових сигналів, надходить у запам’ятовуючий пристрій (ЗП), що представляється зсувним регістром. За допомогою пристрою керування циклічний код, записаний в ЗП, можна такт за тактом обробити в КД з метою визначення залишку від ділення коду на утворюючий поліном. Набір утворюючих поліномів і керування режимом роботи роблять за допомогою тумблерів, тактировку-натисканнями кнопки «СИ», з’єднаної з генератором синхроімпульсів.

Більш детальна схема моделі АПД мається на передній панелі лабораторної установки і її варто вивчити безпосередньо перед виконанням роботи. У верхній частині представлений r-регістр кодера-декодера із сигналізацією стану. Кожному розряду цього регістра відповідає один суматор «по модулю 2» та один тумблер. За допомогою тумблерів можна набрати кодуючий - декодуючий пристрій для будь-яких утворюючих поліномів, степінь яких не вище 15. Варто звернути увагу на те, що r-му розряду регістра кодера-декодера відповідає крайній правий тригер (тобто Т1). Вище регістру розташовані віконця сигналізації «остаток от деления на образующий полином», нижче суматорів - «образующий полином», що показує вибрану структуру r-регістра.

У середній частині передньої панелі стенда розташований пристрій керування (ПК), що включає два тумблери керування, кнопку «Синхроимпульсы» (СИ) і логічні схеми.

Нижче розташований 9-розрядний регістр «информационный код». Інформаційну частину циклічного коду записують, установивши відповідним чином розрядні тумблери (знаходяться нижче регістра) та натиснувши кнопку «Запис». Зміст цього регістра на кожнім такті висвічується у віконцях сигналізації, розташованих вище нього. На вході регістра - тумблер «Ввод-контроль».

В самому низу розташований 24-розрядний запам'ятовуючий пристрій (ЗП) «Код в канале». У цей ЗП записується пошкоджена чи правильна комбінація циклічного коду, крім того, шляхом послідовного зсуву ця комбінація може бути подана на декодер. Натисканням кнопок «Сброс1», «Сброс2», «Сброс3» можна автономно стирати інформацію з відповідних регістрів.

Перед роботою за допомогою кнопок «Сброс» обнуляють усі регістри. Потім за допомогою  верхнього ряду тумблерів на основі обраного створюючого полінома набирають схему кодера- декодера. Далі по черзі здійснюють два основних режими роботи.

У режимі «Утворення циклічного коду і видача його в канал» роблять наступні операції:

а) за допомогою нижнього ланцюжка тумблерів і кнопки «Запись» записують інформаційну частину в 9-ти розрядний регістр (при цьому спрацьовує сигналізація «Інформаційний код»);

б) верхній тумблер ПК встановлюють у положення «Деление», нижній - у положення «Передача»;

в) тумблер «Ввод-контроль» у положення «Ввод».

Потім, натискаючи кнопку СИ, здійснюють зсув вліво на один розряд інформаційного коду, причому цей розряд надходить як на кодер, так і через канал у регістр «Код у каналі». Подачу в канал здійснюють з помилками чи без, у залежності від того, як включений імітатор перешкод. (Перешкоди імітуються подвійно - «пропадание сигнала» або «инверсия»).

Після відпрацьовування n0-тактів у r-регістрі кодера знаходяться необхідні службові розряди, що подають у канал такт за тактом слідом за інформаційними розрядами. Для цього верхній тумблер КП переключають в положення «Вывод остатка» і кнопку «СИ» натискають  ще r раз.

Таким чином, всі операції в режимі «Утворення циклічного коду і видача його в канал» виконано, а в регістрі ЗП «Код в канале» буде відповідний циклічний код (з помилками, якщо ми імітували пошкодження, чи без них у противному випадку).

У режимі «Прийом коду з каналу і перевірка наявності помилок» роблять наступні операції:

а) Верхній тумблер ПК встановлюють у положення «Деление», нижній у положення «Прием».

б) Тумблер «Ввод-контроль» залишають в попередньому положенні «Ввод».

Потім, натискаючи кнопку СИ, подають на декодер і регістр інформаційного коду розряд за розрядом вміст регістра «Код в канале». Після n0 натискань тумблер «Ввод-контроль» ставлять у положення «Контроль» і роблять, ще r натискань. При цьому інформація попадає тільки на кодер-декодер.

Отже, після n = n0 + r тактів операція закінчена. У r-регістрі кодера-декодера зафіксований кінцевий результат від ділення поліному коду з каналу на утворюючий поліном. Якщо цей результат нульовий - помилок немає, в противному випадку є. Код відповідного залишку висвічується лампочками сигналізації «Остаток от деления на образующий полином».

5.3. Порядок виконання лабораторної роботи
1. Одержати у викладача інформаційну частину та утворюючий поліном P(x).

2. Побудувати циклічний код за допомогою алгебраїчних дій.

3. Побудувати циклічний код за допомогою послідовного алгоритму в кодах, використавши таблицю 1.

4. Синтезувати r-регістр кодера, намалювавши тільки r тригерів з необхідними суматорами «по модулю 2 ».

5. Ознайомитися зі схемою моделі передачі даних на передній панелі стенда. Особливу увагу звернути на нумерацію розрядів утворюючого полінома та r-регістра кодера-декодера (старші розряди справа).

6. Одержати циклічний код для тих же умов (п.1) за допомогою макета, фіксуючи проміжні показання лампочок сигналізації в верхній частині передньої панелі на кожному такті (n0 ‑тактів). Порівняти ці показання з останньою колонкою таблиці, одержаної при виконанні п.3, а відповідний циклічний код з одержаним в п.2 та п.3. Зробити висновки.

7. Декодувати циклічний код, що знаходиться в ЗП, записати показання залишку на лампочках сигналізації. Зробити висновок.

8. Ввести пошкодження в любий один розряд циклічного коду (чи інформаційний чи службовий). Зробити те, що в п.7.

9. П.8 та п.7. повторити для 2х та 3х пошкоджень на любих позиціях, а потім для всіх n-розрядів.

10. Використовуючи поняття вектора помилки П(х), ввести пакет пошкоджень, які завідомо не будуть виявлені. Перевірити, виконавши п.7.

11.Ввести пакет помилок, що не виявляються, причому перша з них повинна знаходитись  в першому розряді циклічного коду. Виконати п.7.

12. Виконати п.11, при умові, що пошкодження є тільки в старшому розряді.

13. Виконати п.11, при умові, що вектор помилки відрізняється від коду утворюючого поліному.

5.4. Звіт про роботу

Звіт повинен містити:

1. Короткі відомості по теорії циклічних кодів з описом загальної схеми моделі системи передачі даних.

2. Всі отримані результати, зазначені проміжні дані, та відповідні пояснення та висновки.

