Конспект лекцій з курсу
«Системний аналіз та імітаційне моделювання»
Модуль №1 "Системний аналіз в дослідженні складних систем"

Лекція 1.1. Основні ідеї, поняття і методологія системного аналізу. Поняття системи і її структури. Системні об’єкти: входи, виходи, процеси, цілі, критерії, обмеження функціонування системи. Великі та складні системи.

Вступ
Формирование системного анализа в качестве самостоятельного исследовательского направления обусловлено общей тенденций развития человечества, которая сложилась к настоящему времени. Эта тенденция проявляется: во все более глубоком рациональном вмешательстве в организационную деятельность человека, а также в процессы выработки и принятия им решений.

В 70-х гг. ХХ столетия в научной литературе появилась масса терминов: “системная революция”, “системный подход”, “общая теория систем”, “системный анализ операций” и т.д. Это говорило об объединении усилий специалистов различных профессий для решения общих задач, связанных с изучением, проектированием и управлением сложными системами. Причем, начиная с этого времени понятие системности стало не только теоретической категорией, но осознанной необходимостью в практической деятельности. Именно это “системное движение” [16], привело к интеграции отдельных научных направлений по созданию науки, получившей название “системный анализ”, которая в настоящее время выступает как самостоятельная дисциплина.

Предметом изучения системного анализа является система, независимо от ее природы, организации, способа существования и способа описания.

Целью рассмотрения системы является решение задач анализа, управления и проектирования.

В ходе рассмотрения реальной системы приходится сталкиваться с совокупностью проблем, решение которых могут быть под силу только коллективу профессионалов различного профиля. К таким проблемам относятся проблемы начиная с выделения системы из среды, ее формального описания, взаимодействия с внешней средой, выбора или разработки оптимального алгоритма управления, оптимального проектирования, технических средств управления и т.п., кончая подбором кадров и организацией коллектива по решению этих работ. Для решения названных проблем системный анализ привлекает широкий спектр различных наук и различные сферы практической деятельности. При этом он придает большое значение методическим аспектам любого системного исследования [1, 4,11, 15, 16].

Данный курс лекций посвящен решению локальной задачи системного анализа – вопросам методологии системных исследований и математическим методам этих исследований.

Определение системы
Центральным понятием системного анализа является понятие “система”.
 Определение:
· система есть совокупность элементов (подсистем). При определенных условиях элементы сами могут рассматриваться как системы, а исследуемая система – как элемент более сложной системы: 

· связи между элементами в системе превосходят по силе связи этих элементов с элементами, не входящими в систему. Это свойство позволяет выделить систему из среды; 

· для любой системы характерно существование интегративных качеств (свойство эмерджентности), которые присущи системе в целом, но не свойственны ни одному ее элементу в отдельности: систему нельзя сводить к простой совокупности элементов; 

· система всегда имеет цели, для которых она функционирует и существует. 

Сложная и большая система
Одной из характерных тенденций развития общества в настоящее время является появление больших чрезвычайно сложных систем (крупные автоматизированные, технологические, энергетические, гидротехнические, информационные и другие комплексы). С другой стороны стремление познать мир обитания человечества как сложную многофункциональную систему стало реальностью сегодняшнего дня. Все это привело к необходимости определить понятие сложной системы, разработать методические принципы ее исследования, управления и проектирования.

В настоящее время однозначного, четкого определения сложной системы нет. Известны различные подходы и предложены различные формальные признаки ее определения. Так, советский ученый Г.Н. Поворов предлагает относить к сложным системы имеющие 104-107 элементов; к ультрасложным - системы, состоящие из 107-1030 элементов; и к суперсистемам – системы из 1030-10200 элементов.

Такой подход имеет тот недостаток, что данное определение сложности является относительным, а не абсолютным.

Английский кибернетик С. Бир предлагает к сложным относить системы, описываемые на языке теоретико-вероятностных методов (мозг, экономика, форма и т.п.) [3].

Наиболее четким на наш взгляд, определением сложных систем является определение, данное, например, в [9].

Определение:

Сложной системой называется система, в модели которой недостаточно информации для эффективного управления этой системой.

Таким образом, признаком простоты системы является достаточность информации для ее управления. Если же результат управления, полученный с помощью модели, будет неожиданным, то такую систему относят к сложной.

Для перевода системы в разряд простой необходимо получение недостающей информации о ней и включение ее в модель.

От сложных систем необходимо отличать большие системы.

Определение:
Система, для актуализации модели которой в целях управления недостает материальных ресурсов (машинного времени, емкости памяти, других материальных средств моделирования) называется большой [9].

К таким системам относятся экономические, организационно-управленческие, нейрофизиологические, биологические и т.п. системы.

Способом перевода больших систем в простые является создание новых более мощных средств вычислительной техники.

Как видно из определений, понятия большой и сложной системы являются разными. Однако в литературе эти понятия определены не однозначно. 

Некоторые авторы вообще не используют этих понятий, другие используют их как синонимы, а некоторые считают разницу между ними чисто количественной.

Чтобы еще раз подчеркнуть существенную разницу между понятиями “большая” и “сложная” системы приведем примеры из работы [9 ]. При этом сведем их в следующую таблицу:

Таблица 1.1.

	№
	Система
	Малая
	Большая
	Простая
	Сложная

	1 
	Исправный бытовой прибор для пользователя 
	+
	
	+
	

	2 
	Неисправный бытовой прибор для мастера 
	+
	
	
	+

	3 
	Шифрозамок для похитителя 
	
	+
	+
	

	4 
	Мозг, живой организм 
	
	+
	
	+


В табл. 1.1. знаком “+” отличены классификационные признаки систем. Поясним, например, почему шифрозамок отнесен к классу больших и простых систем. Эта система – большая, так как у похитителя может не хватить ресурса времени для вскрытия замка; а простая – потому что вскрытие сводится к простому многовариантному перебору шифров. На рис. 1.1. показаны всевозможные сочетания признаков систем «простая – сложная», «малая – большая».

На рис. 1.1. показаны всевозможные сочетания признаков систем «простая – сложная», «малая – большая».
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рис. 1.1.

Классификация систем по их основным свойствам
Классификация данная в этом параграфе имеет принципиально важное значение, так как используется для построения математических моделей (ММ) систем. По своим свойствам системы могут быть классифицированы по следующим признакам [7]. 

Динамические системы характеризуются тем, что их выходные сигналы в данный момент времени определяются характером входных воздействий в прошлом и настоящем (зависит от предыстории). В противном случае системы называют статическими.
Примером динамических систем является биологические, экономические, социальные системы; такие искусственные системы как завод, предприятия, поточная линия и т.д.

Детерминированной называют систему, если ее поведение можно абсолютно точно предвидеть. Система, состояния которой зависит не только от контролируемых, но и от неконтролируемых воздействий или если в ней самой находится источник случайности, носит название стохастической. Приведем пример стохастических систем, это – заводы, аэропорты, сети и системы ЭВМ, магазины, предприятия бытового обслуживания и т.д.

Различают системы линейные и нелинейные. Для линейных систем реакция на сумму двух иди более различных воздействий эквивалентна сумме реакций на каждое возмущение в отдельности, для нелинейных – это не выполняется.

Если параметры систем изменяются во времени, то она называется нестационарной, противоположным понятием является понятие стационарной системы.

Пример нестационарных систем – это системы, где процессы, например, старения являются на данном интервале времени существенными.

Если вход и выход системы измеряется или изменяется во времени дискретно, через шаг ê t, то система называется дискретной. Противоположным понятием является понятие непрерывной системы. Например: ЭВМ, электронные часы, электросчетчик – дискретные системы; песочные часы, солнечные часы, нагревательные приборы и т.д. – непрерывные системы.
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Рис.1.2. Классификация систем по их свойствам.

(Стрелки указывают возможный набор свойств системы).

Лекція 1.2. Загальні методи аналітичного імовірносно-математичного моделювання.

   1.1 Поняття моделі та моделювання. Властивості та класифікація моделей.

 

Натурний експеримент (Natural experiment), тобто дослідження властивостей та поведінки об’єкта керування в певних умовах використовуючи сам об’єкт, є важливою складовою у сферах проектування та управління. Однак у багатьох випадках натурне моделювання є неможливим або недоцільним. Наприклад експерименти на об’єкті керування при управлінні технологічними процесами у режимі реального часу, проектуванні складних систем та пристроїв можуть бути економічно недоцільні або неможливі через неготовність самого об’єкту.

Модель (від лат. modulus – міра, зразок, норма) – це об’єкт-замінник, створений з метою відтворення при певних умовах суттєвих властивостей об’єкта-оригіналу. Модель може бути представлена фізичним об’єктом, подібним до оригіналу, або описом об’єкта у вигляді математичних формул, тексту, комп’ютерної програми.

Метою моделювання є здобуття, обробка, представлення і використання інформації про об'єкти, які взаємодіють між собою і зовнішнім середовищем; а модель тут виступає як засіб пізнання властивостей і закономірностей поведінки об'єкту. Основним призначенням моделі в задачах управління є прогноз реакції об’єкту на керуючі впливи. Крім того, моделі використовуються для дослідження об’єкта, аналізу його чутливості.

Основні властивості моделей:

   цілеспрямованість;

   скінченність;

   спрощеність;

   повнота;

   адекватність.

 

Цілеспрямованість моделі полягає в тому, що вона завжди будується з певною метою. Ця мета має вплив на те, які властивості об’єктивного явища вважаються істотними, а які – ні. Модель є, як би мовити, проекцією об'єктивної реальності під певним кутом зору. Наприклад, моделі вищого навчального закладу як інформаційної, фінансової, енергетичної та соціальної системи будуть зовсім різними. Інколи, залежно від мети, можна отримати ряд проекцій об'єктивної реальності, що вступають у протиріччя. Це характерно, як правило, для складних систем, в яких кожна проекція виділяє суттєве для певної мети з безлічі несуттєвого. Задача моделювання полягає в тому, що для заданого об’єкта потрібно підібрати такий опис, який у повній мірі відображав би оригінал з точки зору заданої мети моделювання.

Скінченність моделі визначає те, що модель відтворює лише скінчену кількість властивостей та відношень, і через це модель завжди є більш простою, ніж оригінал.

Повнота моделі полягає в тому, що вона має відображати всі істотні з точки зору мети моделювання властивості оригіналу.

Необхідною умовою для переходу від дослідження об’єкта до дослідження моделі і подальшого перенесення результатів на об’єкт дослідження – вимога адекватності моделі і об’єкта.Адекватність – це відтворення моделлю з необхідною повнотою всіх властивостей об’єкта, важливих для цілей даного дослідження Це, мабуть, найголовніша властивість моделі, яка визначає можливість її використання. Оскільки будь-яка модель простіша за оригінал, ніколи не можна говорити про абсолютну адекватність, при якій модель за всіма характеристиками відповідає оригіналу. Модель називається ізоморфною (однаковою по формі), якщо між нею і реальною системою існує повна поелементна відповідність, і гомеоморфною, якщо існує відповідність лише між найбільш значними складовими частинами об'єкту і моделі.

Моделювання (Modeling) включає створення, дослідження та використання моделей об’єктів. Методи моделювання широко використовуються в різних сферах людської діяльності, особливо в сферах проектування і управління, де основними є процеси ухвалення ефективних рішень на основі інформації, що отримується. Метою моделювання є здобуття, обробка, представлення і використання інформації про об'єкти, які взаємодіють між собою і зовнішнім середовищем; а модель тут виступає як засіб пізнання властивостей і закономірностей поведінки об'єкту.

Теорія моделювання є розділом науки, що вивчає способи дослідження властивостей об'єктів (оригіналів) на основі заміщення їх іншими об’єктами (моделями). Вирізняють натурні, фізичні, мовні та математичні моделі.

Зупинимося на одному з найбільш універсальних видів моделювання – математичному, що ставить у відповідність модельованому фізичному процесу систему математичних співвідношень, вирішення якої дозволяє отримати відповідь на питання про поведінку об'єкту без створення фізичної моделі, яка часто є дорогою і малоефективною. Отже, математичною моделлю називається сукупність математичних співвідношень, рівнянь, нерівностей, що описують основні закономірності, властиві досліджуваному процесу, об'єкту або системі.

На підставі різних критеріїв класифікації, виділяють наступні види моделей:

   динамічні або статичні;

   детерміновані або стохастичні;

   неперервні, дискретні або дискретно-неперервні;

   лінійні чи нелінійні;

   з розподіленими або зосередженими параметрами;

   аналітичні, імітаційні чи комп’ютерні.

Динамічні моделі (dynamic models) відтворюють поведінку нестаціонарних об’єктів, що змінюються у часі. Статичні моделі описують стан об’єкта у деякий момент часу. Такі моделі розробляються для стаціонарних об’єктів, зміни яких у часі не є істотними стосовно періоду розробки та використання моделі.

Детерміновані моделі (deterministic models) використовують для опису процесів, що не містять істотної випадковості. Наприклад, поведінку більшості технічних систем можна охарактеризувати за допомогою так званих фазових змінних – фізичних величин типу потоку і потенціалу. При цьому доцільно виділити в об'єктах моделювання досить великі елементи, що розглядаються як неділимі одиниці. Закони функціонування елементів системи задаються компонентними рівняннями, що зв'язують різнорідні фазові змінні. Загальність опису процесів, що відбуваються в різних технічних системах, дозволяє виділити декілька типів елементів: R – елемент розсіювання енергії; С і L – елементи накопичення енергії. Поєднанням цих простих елементів і джерел фазових змінних отримують еквівалентну схему технічної системи будь-якої складності і її математичну модель. Конкретний зміст фазових змінних і простих елементів фізичних систем наведений у таблиці. 1.1.
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Для моделювання нестаціонарних імовірнісних процесів використовують стохастичні моделі (stochastic models). Якщо об’єкт моделювання стаціонарний і піддається випадковим впливам, то модель називають статистичною. Наприклад, для моделювання функцій перетворення вимірювальних пристроїв досить скористатися детермінованим способом опису, тоді як для аналізу похибок, оцінки інформаційних характеристик необхідно застосувати ймовірнісно-статистичні методи.

Неперервні моделі (continuous model) представляють системи з неперервними процесами, а дискретні моделі відображають поведінку систем з дискретними станами. Дискретно-неперевні моделі використовуються, коли на об’єкті виділяються обидва типи процесів.

Якщо при описі моделі використовуються лише лінійні математичні конструкції (наприклад, лінійні алгебраїчні рівняння), то модель називають лінійною, інакше – нелінійною.

Моделі з розподіленими параметрами (models with distributed parameters) описують просторове поширення явищ, а моделі з зосередженими параметрами нехтують просторовою складовою. Динамічні неперервні детерміновані моделі з розподіленими параметрами використовують апарат диференціальних рівнянь у частинних похідних, а з зосередженими параметрами – звичайних диференціальних рівнянь.

Для аналітичних моделей (analytical models) властиво те, що процеси функціонування об’єкта представляються у вигляді аналітичних математичних залежностей: алгебраїчних, диференціальних, інтегральних рівнянь або їх систем, логічних умов. Наприклад, закон Ома чи рівняння Максвелла. Дослідження аналітичних моделей можливе за допомогою методів:

   аналітичних;

   чисельних;

  якісних.

   

Аналітичні методи полягають у пошуку явних залежностей між характеристиками. Однак такі залежності можливо отримати лише для невеликої кількості простих моделей, як правило, лінійних. Інколи виконують спрощення моделей для отримання можливості вивчити хоча б загальні властивості об’єкта.

Чисельні методи (numerical methods) дозволяють отримати розв’язок аналітичних моделей, для котрих застосування аналітичних методів неможливо або недоцільно. Розв’язок чисельними методами здійснюється для конкретних вихідних даних і має додаткову похибку. Детальніше питання похибок чисельних методів розглядається у підрозділі1.5.

Якісні методи дозволяють зробити певні висновки по моделі, не маючи розв’язку у явному вигляді. Наприклад, такі методи використовуються у теорії автоматичного управління для оцінки ефективності різних варіантів систем управління.

Імітаційне моделювання (simulation) передбачає представлення моделі у вигляді алгоритму та комп’ютерної програми, яка дозволяє відтворити поведінку об’єкту. Імітаційні моделірозглядаються як експерименти, що проводяться на комп’ютерах, з математичними моделями, що імітують поведінку реальних об'єктів. При цьому імітуються елементарні явища, що складають процес, зі збереженням їх логічної структури та послідовності у часі, що дозволяє отримати відомості про стан системи у певний момент часу та оцінити характеристики системи. Імітаційні моделі дозволяють вирішувати більш складні задачі, ніж аналітичні. Наприклад, вони дозволяють досить легко враховувати вплив випадкових факторів.

Традиційно під моделюванням на ЕОМ розумілося лише імітаційне моделювання. Але завдяки розвитку графічного інтерфейсу та графічних пакетів значного поширення набуло комп’ютерне структурно-функціональне моделювання, а також розпочалося використання комп’ютера з метою концептуального моделювання, наприклад для побудови систем штучного інтелекту.

Під комп’ютерною моделлю (computer model) найчастіше розуміють:

   умовний образ об’єкта чи деякої системи об’єктів (або процесів), описаних за допомогою взаємозалежних комп’ютерних таблиць, схем, діаграм, графіків, малюнків, анімаційних фрагментів, гіпертекстів і т. ін., що відбивають структуру та взаємозв’язки між елементами об’єкта чи системи. Комп’ютерні моделі такого типу називають структурно-функціональними;

  окрему програму, сукупність програм чи програмний комплекс, що дає змогу виконанням послідовності обчислень з подальшим графічним відображенням їх результатів відтворювати 
(імітувати) процеси функціонування об’єкта (системи об’єктів), що функціонує під впливом різних, як правило випадкових, факторів (імітаційну модель).

 

Інколи застосовується комбіноване (аналітико-імітаційне) моделювання, яке полягає в тому, що об’єкт декомпозується на окремі підсистеми. Для тих підсистем, для яких це можливе, використовуються аналітичні моделі, а для інших розробляються імітаційні моделі.

Розробка моделей поєднує в собі науку і мистецтво. На жаль, немає чіткого формального алгоритму, який би дозволив побудувати модель для будь-якого об’єкту. Тому далі розглядаються лише певні методичні рекомендації щодо розробки моделей

Лекція 1.3. Методи і форми системного аналізу. Дерево аналізу проблеми.

Основу системного аналізу, становить не формальний математичний апарат, а загальні ідеї, оригінальний підхід до проблеми, що вирішується, своєрідний понятійний апарат. Проте, ґрунтуючись на загальній теорії систем, він увібрав до себе ряд інших дослідницьких підходів з розробки багатьох споріднених і суміжних наук. Тому при його здійсненні широко використовуються різні методи і математичний апарат інших наук (різний науковий інструментарій), зокрема кількісні (економічний аналіз, статистичні, морфологічні методи), неформальні (метод сценаріїв, експертних оцінок, діагностичні методи), графічні (теорія графів, сітьове планування, способи графічного відображення взаємозв'язків, пропорцій, структури тощо).

Загалом системний аналіз є каркасом, що з'єднує усі необхідні наукові знання, методи та дії для вирішення складних проблем. Методи мають далеко не рівноцінне значення й використовуються на різних етапах аналізу.

Більшість з методів було розроблено задовго до виникнення системного аналізу і використовується самостійно. Те нове, що вносить тут системна методологія, - це підхід не від методу, а від завдання, вимога комплексного використання цілої серії методів або їх системного використання до рішення різних частин та етапів проблеми. Але цілий ряд слабо формалізованих методів був породжений розвитком саме системної методології та потребами системного аналізу неструктурованих або слабо структурованих проблем.

Неформальні методи системного аналізу
До власних інструментальних досягнень системної методології треба віднести методи сценаріїв, отримання та аналізу експертних оцінок ("дельфійський" метод) - і методи побудови та аналізу дерева цілей. Тісно пов'язані з розвитком системного аналізу також і діагностичні методи.

а) Метод сценаріїв є засобом первинного упорядкування проблеми і засобом отримання та збору інформації про взаємозв'язки проблеми з іншими проблемами ї про можливі та ймовірні напрямки майбутнього розвитку.

б) "Дельфійський" метод був розроблений американським дослідником О. Хелмером. На відміну від методу сценаріїв, "дельфійський" метод передбачає попереднє знайомство експертів, що залучаються, із ситуацією за допомогою якої-небудь моделі. Фахівцям пропонується оцінити структуру моделі в цілому і дати пропозиції про включення до неї неврахованих зв'язків.

в) Діагночтичні методи - це добре відпрацьовані прийоми масового обстеження підприємств, органів управління й т. ін. з метою удосконалення форм та методів їхньої роботи.

Графічні методи системного аналізу
а) Метод дерева цілей став центральним, головним методом системного аналізу. Дерево цілей являє собою граф, верхівки якого інтерпретуються як цілі, а ребра або дужки - як зв'язки між цілями. Зазвичай будуються три гілки дерева проблеми: дерево цілей, завдань і питань, які складають проблему; структура системи (взаємозв'язок заходів і робіт), що вирішує сформульовану проблему; схема роботи системи і способів її взаємодії з іншими системами.

б) Матричні методи використовуються на різних етапах системного аналізу частіше, ніж допоміжні засоби. Матриця - це таблиця, яка є не тільки дуже наглядною формою відображення інформації, але і формою, що в багатьох випадках розкриває внутрішні зв'язки між елементами, допомагає уяснити та проаналізувати ті частини структури, які не можна спостерігати.

в) Найбільш наочними та зручними засобами відображення динамічних, що розвиваються в часі, процесів, їх аналізу та плануванню з включенням елементів оптимізації є широко знані мережеві методи. Вони використовуються в системному аналізі, головним чином, на етапі побудови комплексних програм розвитку.

Кількісні методи системного аналізу
На багатьох стадіях системного аналізу можна використовувати добре відпрацьовані методи економічного аналізу. В процесі системного аналізу значна частина інформації не має кількісних оцінок або в принципі не може їх мати, тому основним завданням системного аналізу є завдання шляхом структуризації та введення суб'єктивних оцінок переформувати систему в певний комплекс завдань, які найкращим чином вирішуються за допомогою саме методів економічного аналізу.

Широке коло статистичних методів аналізу трендів, факторного аналізу, статистичної екстраполяції та ряд інших можуть бути використані в принципі як інструменти отримання інформації про майбутнє на сьомому етапі системного аналізу - під час прогнозування майбутніх умов розвитку. В той же час використання цих методів потребує великої кількості досить достовірної вихідної інформації, що пов'язано зі значними витратами зусиль дослідників. Тому в системному аналізі надають перевагу отриманню інформації за допомогою менш трудомістких та більш ефективних процедур експертних оцінок, статистичні методи використовують тільки за наявністю наперед підготованого доброго статистичного матеріалу.

Методи моделювання системного аналізу
На всіх етапах системного аналізу широко використовуються різноманітні методи моделювання.

а) Кібернетичні моделі, що відображають процеси управління, наприклад в економічних системах, повинні використовуватися щоразу, коли саме ці процеси стають предметом системного аналізу. В кібернетичних моделях можуть використовуватися найрізноманітніші засоби зображення - схеми, блок-схеми, таблиці, діаграми та інше. Оскільки процес системного аналізу являє собою дослідницький процес здобуття, систематизації та переробки інформації, то сам процес системного аналізу може бути розглянутий за допомогою кібернетичних моделей різного типу.

б) Економіко-математичні моделі описувального типу (що описує стан об'єкта або його поведінку) є важливий засіб відображення, наприклад, економічних систем, в процесі системного аналізу в тій чи іншій частині, де має місце достатня кількісна інформація. Найбільш практичне застосування знаходять при цьому добре відпрацьовані та відносно прості моделі матричного типу (наприклад, моделі галузевих, міжгалузевих та міжрегіональних балансів типу "видатків-доходів").

в) Нормативно операційні моделі служать для находження оптимальних та приблизно оптимальних рішень. Моделі такого типу - оптимізаційні, імітаційні, ігрові - можуть бути застосовані в системному аналізі в тому випадку, якщо вони вже наперед розроблені і щодо них є зібрана та проаналізована інформація. В такому разі методологія системного аналізу є тим інструментом, за допомогою якого ці моделі об'єднуються для вирішення проблем, наприклад державного управління.

Методи аналітичного, імітаційного і натурного моделювання

Моделювання представляє собою потужний метод наукового пізнання, при використанні якого досліджуваний об'єкт заміняєтся простим об'єктом, званим моделлю. Основними різновидами процесу моделювання можна вважати два види - математичне і фізичне моделювання. При фізичному (натурному) моделюванні досліджувана система заміняєтся відповідною їй іншою матеріальною системою, яка відтворює властивості досліджуваної системи зі збереженням їх фізичної природи. Прикладом цього виду моделювання може служити пілотна мережа, за допомогою якої вивчається принципова можливість побудови мережі на основі тих чи інших комп'ютерів, комунікаційних пристроїв, операційних систем і додатків.

Можливості фізичного моделювання досить обмежені. Воно дозволяє вирішувати окремі завдання при завданні невеликого кількості поєднань досліджуваних параметрів системи. Справді, при натурному моделюванні обчислювальної мережі практично неможливо перевірити її роботу для варіантів з використанням різних типів комунікаційних пристроїв - маршрутизаторів, комутаторів тощо. Перевірка на практиці близько десятка різних типів маршрутизатров пов'язана не тільки з великими зусиллями і тимчасовими витратами, й з чималими матеріальними витратами.

Але навіть і в тих випадках, коли при оптимізації мережі змінюються не типи пристроїв і операційних систем, а лише їх параметри, проведення експериментів в реальному масштабі часу для величезної кількості різноманітних поєднань цих параметрів практично неможливо за даний час. Навіть проста зміна максимального розміру пакета в якомусь протоколі вимагає переконфігурацію операційної системи комп'ютерів у мережі, що вимагає від адміністратора мережі проведення великої роботи.

Тому, при оптимізації мереж у багатьох випадках найкращим виявляється використання математичного моделювання. Математична модель представляє собою сукупність співвідношень (формул, рівнянь, нерівностей, логічних умов), що визначає процес зміни стану системи залежно від її параметрів, вхідних сигналів, початкових умов і часу.

Особливим класом математичних моделей є імітаційні моделі. Такі моделі уявляють собою комп'ютерну програму, яка крок за кроком відтворює події, в реальній системі. Стосовно обчислювальним мереж їх імітаційні моделі відтворюють процеси генерації повідомлень додатками, розбивка повідомлень на пакети і кадри певних протоколів, затримки, пов'язані з обробкою повідомлень, пакетів і кадрів всередині операційній системи, процес отримання доступу комп'ютером до розділяючого мережевого середовища, процес обробки надходження пакетів маршрутизатором тощо. При імитаційному моделюванні мережі не треба купувати дороге устаткування - його робота імітується програмами, що досить точно відтворюють основні особливості і параметри такого устаткування.

Перевагою імітаційних моделей є можливість підміни процесу зміни подій в досліджуваної системі в реальному масштабі часу на прискорений процес зміни подій в темпі роботи програми. У результаті за кілька хвилин можна відтворити роботу мережі протягом кількох днів, що дає можливість оцінити роботу мережі у широкому діапазоні варіюючих параметрів.

Існують спеціальні мови імітаційного моделювання, які полегшують процес створення програмної моделі порівняно з використанням універсальних мов програмування. Прикладами мов імітаційного моделювання можуть служити такі мови, як SIMULA, GPSS, SIMDIS.

Існують також системи імітаційного моделювання, які орієнтуються на вузький клас студійованих систем і дозволяють будувати моделі без програмування

Лекція 1.3. Моделі оптимального розподілу надійності між елементами послідовно-зв’язних лінійних структур.

Оптимальний розподіл надійності елементів системи на етапі проектування 
за критерієм вартості експлуатації

Під час оцінювання характеристик складних систем важливо знати оцінку не лише того, наскільки часто ця система виходитиме з ладу, але й наскільки швидко вона може бути відремонтована й повернена до роботи, яка вартість цього ремонту і збиток, що наноситься через простої для ремонту. Подібна оцінка визначає ступінь зручності обслуговування й вартість експлуатації системи і є суттєво стратегічно важливою особливо для тих систем, для яких час, необхідний для виконання завдання, значний порівняно із середнім проміжком часу між виходами з ладу даної системи. Наявність зв’язку між надійністю та вартістю експлуатації помітно виявляється тоді, коли не виникає виходу системи з ладу і вона не наносить збитків за рахунок простоїв на ремонт та витрат на заміну елементів і їх відновлення. Таким чином, вартість експлуатації складних систем безпосередньо пов’язана з досягнутим рівнем їх надійності, і не просто надійності, а конструктивної надійності системи, раціонального розподілу надійності між елементами системи, співвідношення ремонтопридатності й відновлю​ваності різних елементів, блоків і вузлів системи.

Для сучасного складного обладнання співвідношення середньорічної вартості експлуатації системи до вартості самої системи коливається в межах від 60 до 1200% (див., наприклад, роботи Р.Л.Мак-Лохліна, Х.Д.Фогтлена [74]). Наведене демонструє, наскільки актуальною нині є економічна проблема зниження вартості експлуатації систем. І розв’язок її має розпочинатися (див. [94], с. 195-196) ще на стадії проектування системи, на стадії її виготовлення. Бо лише на цьому етапі можна перерозподілити без зміни надійності системи в цілому надійність її елементів таким чином, щоб забезпечити надійніше функціонування тих її елементів і вузлів, які мають низьку ремонтопридатність та коштовну відновлюваність, а також з більшою ймовірністю запобігти відмовам, які найістотніше знижують ефективність функціонування системи.

Успішне розв’язання цієї проблеми може бути здійснене лише за умови, що можна оцінити у взаємозалежності обидва фактори — надійність системи та її прогнозовану вартість експлуатації, досить строго описати їх взаємозв’язок і залежність, побудувати гнучку математичну модель, яку можна було б використовувати у розрахунках. Деякі підходи до розв’язку цієї проблеми розглядаються у роботах [74], [94], [118] та ін. В даному розділі нами також пропонується один з можливих підходів до вирішення поставленої проблеми.

Загальна постановка задачі

Отже, під час експлуатації складних систем невідворотні витрати, що пов’язані з ремонтом, відновленням елементів та вузлів системи, збитками від простою, профілактичними заходами, настроюванням у схемі пуско-наладочних процесів та іншими роботами.

Оскільки характеристика надійності Х системи в цілому забезпечується характеристиками надійності її елементів xi, i =1, 2, ..., n, то різному розподілу величин xi при фіксованому Х відповідатимуть різні значення сумарних витрат на експлуатацію системи, що визначаються усіма зазначеними вище факторами. Наприклад, з-поміж двох елементів системи надійність одного з них доцільно виконати вищою порівняно з надійністю іншого, якщо перший елемент володіє такими властивостями, як більша вартість відновлення, довший середній час виявлення поломки, гірша ремонтодоступність й нижча ремонтопридатність. На цей розподіл можуть впливати й деякі інші фактори. Але достатньо обмежитися і зазначеними аспектами.

Однак, вказати та те, що надійність одного елемента має бути вищою порівняно з надійністю іншого — цього ще не досить для раціонального вирішення проблеми. Важливо вказати, наскільки вона має бути вищою. 

Задача є непростою для вирішення розподілу надійності навіть між двома елементами системи за критерієм прогнозованої вартості експлуатації системи. Якщо ж з’ясовувати цю проблему для трьох елементів системи, то завдання надзвичайно серйозно ускладнюється. Адже в моделі вже мають бути пов’язані три змінні величини — значення надійності трьох елементів системи. Перебрати емпірично всі можливі варіанти допустимих значень надійності з метою досягнення найкращого результативного значення трійки і, як наслідок, якіснішої експлуатації системи практично неможливо, якщо не мати при цьому певної раціональної процедури конструювання трійки. А якщо враховувати взаємозв’язки чотирьох, п’яти чи більше елементів, то завдання стає архіскладним, з багатьма невідомими.

Ще більше незрозумілого чатує на нас, коли від фіксованої кількості елементів системи перейти до параметра n — кількості елементів у системі. Тобто вихідне завдання дуже ускладнюється, якщо його розглядати одночасно для всіх n елементів системи. Фактично задача зводиться до відшукання оптимального розподілу характеристик надійності xi, i = 1, 2, ..., n елементів системи, що забезпечує рівень Х її надійності. При цьому під оптимальністю розуміємо мінімальне з можливих значення прогнозованої вартості експлуатації системи, тобто оптимізація розподілу надійності між елементами складної системи розглядається за критерієм прогнозованої вартості експлуатації системи. Саме цим ми і обмежимось у постановці проблеми, не розглядаючи тут методів розрахунку і математичного прогнозування вартості експлуатації системи, яка лише розробляється, а ми з’ясовуємо її структуру на стадії проектування.

Цілком ясно, що подібна задача може виникнути й роз​в’язуватися лише на стадіях проектування саме складної системи та її розробки. Крім того, принцип оптимізації за критерієм прог​нозованої вартості експлуатації може бути застосованим до систем багаторазового використання й одночасно таких, у яких вартість експлуатації системи за час використання її істотно перевищує вартість самої системи. За цих умов оптимізація за критерієм вартості, що розроблена у попередній главі, є не завж​ди доцільною, а тому не завжди прийнятною. Власне, йдеться про зовсім різні задачі й завдання.

Розглядувана задача оптимізації за критерієм прогнозованої вартості експлуатації є однією з важливих, з розв’язанням яких доводиться зіткатися на етапі проектування й початкового конструювання складних систем, і являє собою розрахунок надійнос​ті елементів системи, що виходить з вимог до системи в цілому. Розв’язок проблеми розрахунку надійності елементів за значенням надійності системи залежить від багатьох конкретних факторів і є неоднозначним. Це можна показати на простому прикладі.

Якщо через Х позначити характеристику надійності всієї системи в цілому, а через xi — характеристику надійності i-го елемента системи й припустити, що система складається з n елементів, то надійність Х системи є функцією n змінних xi , тобто

Х = Х (x1, x2, ..., xn). 
(2.2.1)

Якщо на Х накладають певні обмеження, то їх можна задовольнити різними наборами змінних xi, i = 1, 2, ..., n, причому кількість цих наборів може бути як завгодно великою. Таким чином, розв’язок задачі розподілу вимог по надійності до елементів системи, виходячи з вимог, накладених на систему, тобто знаход​ження набору чисел xi, i = 1, 2, ..., n, що задовольняє рівність (2.2.1), має n – 1 степенів свободи.

Практично важливим є відшукання не просто набору xi, а саме такого набору, який за даної надійності системи Х* забезпечував би її найекономнішу експлуатацію. Це означає, що при заданій надійності системи її потрібно розподілити між надійностями елементів таким чином, щоб загальні витрати через відмови системи під час експлуатації (тобто ненадійності її) були, по можливості, найменшими.

На практиці цю задачу, як і подібну до неї з попереднього розділу, розв’язують наступним чином. Методом проб знаходять декілька наближених розв’язків, тобто декілька наборів хi, які задовольняють рівність (2.2.1). Ці розв’язки порівнюють між собою й оцінюють. Окремі розв’язки матимуть свої позитивні та негативні аспекти. З цих декількох розв’язків залежно від досвіду конструктора вибирають найкращий у певному смислі та у відповідності до нього проектують систему в деталях. Однак найкращий розв’язок з даної сукупності ще не є найкращим з можливих, тобто не є оптимальним. Разом з тим, через відсутність строгих методів для вирішення практичних задач конструктори вимушені задовольнятися цим наближенням, часто далеко не оптимальним розв’язком. Варто зазначити, що саме тому в наш час проблема оптимального розподілу вимог до елементів системи за критерієм прогнозованої вартості експлуатації цієї системи стала дуже актуальною. Під час розв’язування її доводиться враховувати досить велику кількість факторів та взаємозв’язків. Так, вартість експлуатації системи залежить не лише від кількості її відмов, але й від того, в якому елементі вони відбуваються, а також від часу виявлення та усунення помилки, від конструкції елемента, що зіпсувався, і т.ін. І якщо набір чисел xi, i = 1, 2, ..., n — оптимальний, то він повинен враховувати всі ці фактори.

Таким чином, формально задача зводиться до знаходження розв’язків рівняння (2.2.1) при мінімальних прогнозованих витратах на експлуатацію системи. Іншими словами, потрібно розробити такий метод доцільного розподілу вимог до надійності окремих елементів системи, реалізація якого забезпечувала б надійність системи не нижчу за заданий рівень з мінімальною прогнозованою вартістю експлуатації.

Очевидно, що метод розв’язування розглядуваної задачі залежить від структури системи, від способів з’єднання елементів у ній. Характер залежності прогнозованої вартості експлуатації від надійності також істотно впливає на метод розв’язування. Тому до початку вирішення задачі оптимізації необхідно докладніше дослідити залежність між надійністю та прогнозованою вартістю 
експлуатації системи, що ми й виконаємо у наступному параграфі.

Функція вартості експлуатації, побудова і властивості. Дослідження взаємозалежності 
вартості експлуатації та надійності.

Як зазначалося вище, вартість експлуатації залежить від багатьох факторів, та найсильнішим з них є надійність системи. Чим надійніший елемент, тим рідше він має відмови, тим більше часу перебуває в роботі і, отже, тим менша вартість його експлуатації протягом певного відрізка часу.
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Рис. 2.2.1

До вартості експлуатації входять вартість витрат на обслуговування системи, коштів на виявлення несправності та її усунення, вартість матеріалів, що використовуються під час обслуговування та ремонту. Це, в свою чергу, залежить від конструкції системи, її ремонтопридатності та інших показників її надійності. Залежність вартості експлуатації від конструктивної надійності дуже складна. Одна тільки складність системи лінійно впливає на вартість експлуатації (див.[73]). Якщо враховувати всі ці фактори й варіювати різними значеннями надійності, то можна побудувати емпіричну східчасту лінію, що відображає залежність вартості експлуатації від надійності, яка зі зменшенням кроку варіації гранично буде монотонно незростаючою кривою, зображеною на рис. 2.2.1. Таким чином, ця емпірична функція вартості експлуатації є нелінійною, яка зі збільшенням надійності весь час спадає (точніше, не зростає). Якщо позначити через Е(х) функцію вартості експлуатації, чисельні значення якої відповідають вартості експлуатації елемента протягом певного проміжку часу при різній надійності цього елемента х, то Е(х) повинна бути монотонно спадною функцією.
Отже, якщо Е(х) є функцією вартості експлуатації, то вона повинна бути визначена в проміжку [0, 1]
 та володіти наступними властивостями:

1) E(x) > 0;
(2.2.2)

2) Е(х) — монотонно спадна функція аргументу х.

З фізичного змісту функції Е(х) випливає, що крім властивостей (2.2.2), вона має задовольняти граничним умовам 
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де N — вартість експлуатації ідеально надійного елемента; М — вартість експлуатації абсолютно ненадійного елемента, тобто збиток, який завдає ця експлуатація.

Під час розв’язування практичних задач користуватися емпіричною функцією Е(х) незручно, а в багатьох випадках неможливо. Тому емпіричну залежність потрібно формалізувати, тобто побудувати її математичну модель. При цьому важливо, щоб модель функції вартості експлуатації Е(х) задовольняла наведеним вище логічним припущенням та властивостям (2.2.2) й (2.2.3). Крім того, для можливості практичного використання вона повинна бути якомога математично простішою, але з потрібним рівнем точності у фіксованій області дозволяти апроксимувати емпіричну залежність.

Питання побудови моделей таким чином введеної функції вартості недостатньо розроблені й висвітлені в літературі. З метою спрощення моделі багато авторів вдалися до розгляду її як лінійної залежності ([74], [111]), або залежності за вузьким фактором ([120] — модель функції вартості перевірок), або залежності з варіюючою вартістю ([73]). Такі моделі (особливо лінійні) рідко дозволяють одержати потрібну точність апроксимації кривої Е(х), що призводить до відносно великої похибки остаточного результату розв’язку задачі, а тому — до недоцільності практичного використання цього результату.

Як явну функцію вартості експлуатації Е(х), тобто як її математичну модель, що дозволяє з достатнім рівнем точності апроксимувати емпіричну залежність вартості експлуатації від надійності х, можна використати нелінійну функцію

E(x) = M – (M – N) x ( exp { ( (x( – 1)}. 
(2.2.4)

За аргумент функції вартості експлуатації, крім імовірності безвідмовної роботи х, можуть правити інші характеристики надійності (аналогічно подібним характеристикам, розглянутим у § 2.1.4).

Функція (2.2.4) математично досить нескладна і задовольняє необхідним логічним передумовам. Разом з тим вона володіє властивостями (2.2.2) та задовольняє крайові умови (2.2.3). Три параметри (, ( та (, що входять до неї, дозволяють з необхідним рівнем точності локально апроксимувати емпіричну криву Е(х) її аналітичним виразом (2.2.4) в тій невеличкій області, що нас цікавить. Істотний вплив на точність розв’язку задачі має різниця між реальною кривою та Е(х) в околі точки розв’язку. Тому до-
датні константи (, ( й ( повинні оцінюватися за статистичними точками х*, які найближче серед усіх відстоять від точки розв’язку задачі. 

Запропонована математична модель залежності прогнозованої вартості експлуатації від надійності (2.2.4) дає можливість формальніше описати задачу, сформульовану в § 2.2.1, не прив’язу​ючись до конкретної структури системи. 

Розглянемо складну систему, що містить n елементів, надійність якої повинна дорівнювати величині Х*. Надійність системи залежить від надійності елементів і виражається рівністю:

Х* = Х (х1, х2, ..., хn), 
(2.2.5)

де хi, i = 1, 2, ..., n — надійність i-го елемента системи. Явне подання співвідношення (2.2.5) залежить від структури системи та способів поєднання елементів у ній.

Нехай i-му елементу (i = 1, 2, ..., n) відповідає функція прогнозованої вартості експлуатації

Ei(xi) = Mi – (Mi – Ni) 
[image: image6.wmf]i
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(2.2.6)

де хi — ймовірність безвідмовної роботи i-го елемента; Мi та Ni — відповідні граничні значення вартості експлуатації елемента; (i, (i та (i — параметри, відповідні функції вартості експлуатації i-го елемента.

Використовуючи співвідношення (2.2.6), запишемо вартість експлуатації системи як суму вартостей експлуатації її окремих елементів:
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 (2.2.7)

Розглядувана задача зводиться до наступного: необхідно знайти такий вектор 
[image: image9.wmf]x
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, щоб за фіксованого значення Х* виконувалася рівність (2.2.5) при мінімальній вартості експлуатації системи (2.2.7). Або, дотримуючись строгості у висловленнях, необхідно відшукати мінімум функції (2.2.7) за умов у вигляді (2.2.5) та (2.1.10), яким повинні задовольняти змінні хi, тобто

0 < xi < 1, i = 1, 2, ..., n.

Як зазначалося вище, обмеження на змінні у вигляді рівності (2.2.5) набуває різного вигляду в залежності від структури системи. Тому мінімізувати функцію (2.2.7) потрібно окремо для кожної схеми з’єднання елементів у системі. В наступних параграфах будуть розглянуті такі схеми.

Варто зауважити, що не завжди в наявності є достатній об’єм вибірки (достатня кількість статистичного матеріалу) для емпіричного описання зв’язку вартості експлуатації та надійності і для математичного моделювання цього зв’язку в локальній області формулою (2.2.4). За недостатності статистики за вартістю експлуатації формулу (2.2.4) можна застосувати у спрощеному вигляді з двома параметрами:

E(x) = M – (M – N) x( exp { ( (x – 1)} 
(2.2.8)

або ще простіше, з одним параметром:

E(x) = M – (M – N) x exp { ( (x – 1)}. 
(2.2.9)

За наявності достатньої статистики подання прогнозованої вартості експлуатації Е(х) за допомогою формули (2.2.4) дає можливість апроксимувати реальну залежність Е(х) з будь-яким рівнем точності в околі точки розв’язку задачі. Для визначення параметрів (, ( й ( функції Е(х) достатньо мати три емпіричні точки. Якщо, наприклад, відомі значення функції вартості експлуатації в точках а, b, с, тобто значення Е(а), Е(b) та Е(с), то параметри (, ( і ( визначаються із системи рівнянь

M – (M – N) a( exp { ( (a( – 1)} = E(a),

M – (M – N) b( exp { ( (b( – 1)} = E(b),

M – (M – N) c( exp { ( (c( – 1)} = E(c)

за наступними виразами, одержаними шляхом перетворення фор​мули (2.2.4):


[image: image10.wmf];

ln

ln

ln

ln

ln

ln

ln

ln

)

(

ln

ln

)

(

ln

ln

)

(

ln

ln

)

(

ln

ln

a

b

b

a

a

b

a

c

c

a

a

c

N

M

a

E

M

b

N

M

b

E

M

a

N

M

a

E

M

c

N

M

c

E

M

a

-

+

-

-

+

-

=

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

b

b

b

b

 
(2.2.10)
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(2.2.11)
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(2.2.12)

Вираз (2.2.10) являє собою трансцендентне рівняння для обчислення параметра (. Це рівняння має єдиний розв’язок, оскільки його можна подати у вигляді ( (() = ( ((), де ( (() та ( (() — відповідно ліва та права частини рівняння (2.2.10). Функції ( (() та ( (() є монотонними, і тому рівняння можна розв’язувати методами, описаними в [106]. За знайденим значенням ( формула (2.2.11) дає можливість явно виразити параметр (. Останнє співвідношення (2.2.12) визначає явно параметр ( через одержані параметри ( й (.

Послідовне з’єднання елементів

Розглянемо систему, що складається з послідовного з’єднання n елементів (рис.1.5). Оскільки для її і-го елемента функція вартості експлуатації Ei(xi) має вигляд (2.2.6), то Е(
[image: image13.wmf]x

r

) системи запишеться у вигляді (2.2.7). Рівняння надійності (2.2.5) набуде конкретного вигляду (2.1.12). Тепер задача зводиться до знаходження мінімуму функції (2.2.7) при обмеженні (2.1.12) та граничних умовах на змінні (2.1.10). Для розв’язування цієї задачі скористаємося методом невизначених множників Лагранжа [107]. Будуємо функцію Лагранжа f (
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(2.2.13)

що містить n невідомих xi та додаткове невідоме (.

При побудові функції Лагранжа (2.2.13) граничні умови на змінні (2.1.10) не були враховані, оскільки врахування самого обмеження (2.1.12) забезпечує існування розв’язку задачі всередині інтервалу (0, 1), а отже, і виконання граничних умов. Нижче цей факт буде строго обгрунтований. 

Як того вимагає метод Лагранжа, диференціюємо функцію f (
[image: image16.wmf]x

r

, () по всіх змінних xi, одержуючи її частинні похідні. Прирів​нявши похідні до нуля, одержимо наступну систему з n рівнянь:
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і = 1, 2, …, n.

Одержана система рівнянь містить n невідомих xi і (n + 1)-у невідому (, а тому є неповною. Розв’яжемо кожне рівняння системи відносно виразу 
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, що є однаковим для всіх рівнянь системи:
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(2.2.14)

і = 1, 2, …, n.

Необхідно забезпечити повноту системі (2.2.14), тому доповнимо її (n + 1)-м рівнянням — рівнянням надійності (2.1.12). Це рівняння можна одержати і з алгоритму використання методу невизначених множників Лагранжа, беручи похідну від функції Лагранжа по останній змінній — (.

Систему рівнянь (2.2.14) можна спростити таким чином, щоб можливим стало знаходження її розв’язку одним з чисельних методів з використанням варіюючого параметра. Для цього виберемо k-й елемент системи за правилом, згідно з яким параметри функції вартості k-го елемента мають задовольняти умову
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(2.2.15)

Якщо система має декілька елементів, що задовольняють умові (2.2.15), виберемо будь-який з них.

Надалі виключимо із системи рівнянь (2.2.14) невідому ( разом зі своїм коефіцієнтом, оскільки вона утворює однакові ліві частини всіх рівнянь системи. Для цього, користуючись рівністю лівих частин рівнянь, прирівнюємо праві частини k-го, вибраного з обмежень (2.2.15), й і-го біжучого рівнянь системи (2.2.14). Одержуємо:
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Рівняння системи перетворимо на такий вид, щоб у різних частинах рівнянь зібрати однотипні функції, тобто відокремити степеневі й експоненціальні функції
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і = 1, 2, …, k – 1, k + 1, …, n.

Рівняння (2.2.16) разом з рівнянням-обмеженням (2.1.12), що відіграватиме роль рівняння зв’язку, являє собою систему n рівнянь з n невідомими. Розв’язок цієї системи рівнянь є розв’язком задачі оптимізації розподілу надійності між елементами складної системи за критерієм прогнозованої вартості експлуатації. Одержана система рівнянь (2.2.16) за знайденим оптимальним розподілом надійності дозволяє оцінити, наскільки надійним має бути і-й елемент системи порівняно з k-м елементом для забезпечення цієї оптимальності.

А тепер, перш ніж знаходити розв’язок системи рівнянь (2.2.16), обгрунтуємо його існування. Доведемо, що рівняння (2.2.16) разом із рівнянням (2.1.12) завжди мають розв’язок, і до того ж єдиний. Для цього позначимо ліву частину і-го рівняння системи (2.2.16) через (i(xi), а праву — через (i (xi), i = 1, 2, ..., 
k – 1, k + 1, ..., n. Оскільки система (2.2.16) дає можливість подати всі значення надійності xi (i ( k) через надійність k-го елемента xk, це дозволяє розглядати xk як варіюючий параметр системи, який можна оцінювати із рівняння (2.1.12).

Розглянемо поведінку функцій (i (xi) та (i (xi) на відрізку [0; 1] (рис.2.2.2). Виходячи із фізичного змісту аргументів xi, поведінка функцій поза цим відрізком розгляду не підлягає. Функції (i (xi) і (i (xi) визначені та неперервні в указаній області 0 ( xi ( 1.
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Рис. 2.2.2

Продиференціюємо функцію (i (xi) по змінній xi
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Оскільки значення похідної (i'(xi) > 0 в інтервалі (0, 1), то функція (i (xi) є монотонно зростаючою на області визначення. При цьому вона зростає від нуля при xi = 0 до значення:
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при xi = 1. Аналогічно, диференціюючи функцію (i (xi) по тій же змінній xi
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переконуємося, що похідна (i'(xi) < 0, а отже, сама функція (i(xi) строго монотонно спадає від значення
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при xi = 0 до значення 
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 при xi = 1.

Порівняння значень функцій у початковій точці інтервалу (0, 1) xi = 0 показує, що виконується нерівність

(i (0) < (i (0).

Доведемо, що в кінцевій точці xi = 1 знак нерівності змінюється на протилежний, тобто (i (1) > (i (1). Для цього достатньо показати, що (i (1) > 1, оскільки нерівність (i (1) < 1 є тривіальною. Дійсно, значення (i (1) перетворюється на наступне:
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Збільшуючи знаменник цього дробу на величину
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дріб можна зменшити. Таким чином одержимо
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Оскільки k-й елемент системи відбирався з урахуванням співвідношення (2.2.15), то
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А це означає, що (i (1) > 1, або (i (1) > (i (1).

Оскільки (i (xi) та (i (xi) є неперервними у відрізку [0, 1] та на границях його задовольняють співвідношення (i (0) < (i (0) і (i (1) > (i (1), то існує значення змінної xi всередині інтервалу 
(0, 1), при якому виконуватиметься рівність

(i (xi) = (i (xi).

Це означає, що графіки функцій (i (xi) та (i (xi), зображені на рис. 2.2.2, мають точку перетину кривих всередині інтервалу (0, 1). Той факт, що точка перетину кривих міститься саме всередині інтервалу (0, 1), є обгрунтуванням вибору функції Лагранжа саме у вигляді (2.2.13), в якому враховане обмеження на змінні, задане рівнянням, і опущені граничні умови, задані нерівностями. Тепер очевидно, що обмеження (2.1.10) враховуються автоматично. Отже, розв’язок системи рівнянь (2.2.16) існує. Єдиність його випливає зі строгої монотонності функцій (i (xi) та (i (xi).

Зупинимося тепер на можливому чисельному способі розв’язування системи рівнянь (2.2.16). За невеличкої кількості рівнянь, наприклад трьох-п’яти, та за невисокого необхідного рівня точності розв’язку (* систему (2.2.16) можна розв’язувати методом послідовних наближень за допомогою навіть калькуляторів. Якщо ж кількість рівнянь системи становить десять або й більше чи необхідним рівнем точності є 1 — 0,1%, то застосування чисельних методів вимагає використання комп’ютерів.

Перше наближення 
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 для змінної xk можна вибрати довільно з проміжку (X*, 1) або обчислити за формулою:


[image: image35.wmf].

*

)

1

(

n

k

X

x

=


Зрозуміло, що для першого наближення надійності елементів системи ми дотримуємося припущення про початкову рівнонадійність елементів послідовно складеної системи.
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Рис. 2.2.3

Перше наближення для решти значень xi, i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n визначається системою (2.2.16). Точка 
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 знаходиться з і-го рів​няння системи (2.2.16) як точ​ка перетину кривих (i (xi) та (i (xi) (рис.2.2.3), причому її координата може обчислюватися з будь-яким рівнем точності. Таким чином, за першим наближенням 
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 об​числюються перші наближення для всіх значень надійності елементів xi.

Підставивши значення 
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, i = 1, 2, ..., n у вираз (2.1.12), одержимо значення першого наближення надійності системи:
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Якщо перше наближення X (1) не забезпечує необхідний рівень точності (*, тобто

| X* – X (1) | > (*,

то обчислюється друге наближення X (2). При цьому спершу знаходимо друге наближення 
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 варіюючого параметра системи, користуючись правилом:
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, якщо X* > X (1);
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, якщо X* < X (1).

Таке правило випливає зі строгої монотонності функцій (i (xi) та (i (xi) як функцій параметра xk. Обчислимо похідні цих функцій по змінній xk:
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Отже, функція (i (xi) є зростаючою функцією параметра xk, а (i (xi) — спадною. Збільшення xk зсуває вправо точку перетину кривих (i (xi) та (i (xi), i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n, що показано на рис. 2.2.3 пунктирними лініями, оскільки при цьому збільшуються значення всіх змінних xi та значення Х. 

Якщо після j-го кроку виявиться, що надійність системи X* розташовується між (j – 1)-м та j-м наближеннями її, тобто якщо

X (j — 1) < X* < X (j) або X (j) < X* < X (j — 1),

то наступне (j + 1)-е наближення для параметра xk знаходиться шляхом лінійної інтерполяції:
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(2.2.17)

де

A = | X* – X (j – 1) |, B = | X* – X (j) |.

Цю обчислювальну процедуру ми продовжуємо доти, доки 
X (j) та X* не будуть збігатися з необхідним рівнем точності (*. Оскільки функції, що входять до системи рівнянь (2.2.16), є строго монотонними, то потрібна точність досягається кількома кроками. Практика показує, якщо в процесі розв’язування параметри (, ( та ( функції вартості не змінюються, то вже на дев’ятім-десятім кроці наближення X (j) співпадає зі значенням X* з точністю порядку 0,1–0,05%.

Наведемо можливий алгоритм знаходження оптимального розподілу надійності між елементами складної системи за критерієм прогнозованої вартості експлуатації на етапі проектування, якщо система складається з послідовно зв’язаних елементів.

1. З міркувань доцільності надаємо перших наближень усім значенням надійності 
[image: image49.wmf])

(

c

i

x

 елементів складної системи. Їх можна вибрати довільно з проміжку (X*, 1). Якщо виходити з припущення початкової рівнонадійності елементів системи, то можна покласти 
[image: image50.wmf].
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2. Серед заданих статистичних значень надійності 
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 для кожного елемента системи вибираємо ті три значення 
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, що найближче знаходяться до відповідного наближення надійності 
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Якщо трійка значень вибирається не вперше, то перевіряємо, чи не збігається вона з якоюсь раніше вибраною трійкою. При співпаданні двох трійок наступне наближення надійності 
[image: image58.wmf])
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 покладається рівним середньому арифметичному наближень, що відповідають однаковим трійкам.

3. За вибраними статистичними значеннями 
[image: image59.wmf]*
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 і відповідними їм статистичними значеннями функції вартості експлуатації елементів Ei (
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), Ei (
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), Ei (
[image: image64.wmf]*
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) для кожного і-го (i = 1, 2, ..., n) елемента системи обчислюємо константи функції вартості експлуатації: (i — з рівняння (2.2.10), (i — за формулою (2.2.11) і (i – за формулою (2.2.12).

4. Порівнюємо параметри функцій вартості експлуатації елементів системи за правилом (2.2.15). Вибираємо варіюючий параметр системи 
[image: image65.wmf])
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 з умови (2.2.15). Якщо таких параметрів декілька, то вибираємо будь-який з них.

5. Обчислюємо однакові для всіх рівнянь складові із системи (2.2.16), а саме: знаменник лівої частини і вираз 
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 за обраним значенням 
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6. Підставляємо наближення xic всіх елементів системи, крім k-го, в рівняння (2.2.16).

а) Якщо права і ліва частини рівняння рівні між собою з точністю (*, то наближення xic вважаємо чинним і позначаємо xic = 
[image: image68.wmf])
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.

б) Якщо ліва частина і-го, i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n більша за праву, то вибираємо наступне наближення xic+1 < xic і знову підставляємо в рівняння (2.2.16).

в) Якщо ліва частина менша за праву більше ніж на величину (*, то xic+1 > xic. Наближення xic+1 підставляється в рівняння (2.2.16).

7. Всі одержані наближення 
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, i = 1, 2, ..., n підставляємо в рівняння надійності (2.1.12).

а) Якщо права частина рівняння збігається з лівою X* з точністю (*, то наближення надійності елементів 
[image: image70.wmf])
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 є оптимальними і задача розв’язана.

б) Якщо права частина X (c) не дорівнює X* із заданою точністю, то поліпшуємо значення варіюючого параметра 
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за правилом
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, якщо X* > X (c);
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, якщо X* < X (c),

або за формулою (2.2.17). Далі переходимо до пункту 2 алгоритму.

Модуль №2 "Імітаційне моделювання як метод дослідження систем великої складності"
Лкція 2.1. Принципи та методи побудови імітаційних моделей

Имитационное моделирование основано на воспроизведении с помощью ЭВМ развернутого во времени процесса функционирования системы с учетом взаимодействия с внешней средой. Основой всякой имитационной модели (ИМ) является:

· разработка модели исследуемой системы на основе частных имитационных моделей (модулей) подсистем, объединенных своими взаимодействиями в единое целое; 

· выбор информативных (интегративных) характеристик объекта, способов их получения и анализа; 

· построение модели воздействия внешней среды на систему в виде совокупности имитационных моделей внешних воздействующих факторов; 

· выбор способа исследования имитационной модели в соответствии с методами планирования имитационных экспериментов (ИЭ). 

Условно имитационную модель можно представить в виде действующих, программно (или аппаратно) реализованных блоков.

На рис. 2.1. показана структура имитационной модели. Блок имитации внешних воздействий (БИВВ) формирует реализации случайных или детерминированных процессов, имитирующих воздействия внешней среды на объект. Блок обработки результатов (БОР) предназначен для получения информативных характеристик исследуемого объекта. Необходимая для этого информация поступает из блока математической модели объекта (БМО). Блок управления (БУИМ) реализует способ исследования имитационной модели, основное его назначение – автоматизация процесса проведения ИЭ.
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Рис. 2.1.

Целью имитационного моделирования является конструирование ИМ объекта и проведение ИЭ над ней для изучения закона функционирования и поведения с учетом заданных ограничений и целевых функций в условиях имитации и взаимодействия с внешней средой.

К достоинствам метода имитационного моделирования могут быть отнесены:

· проведение ИЭ над ММ системы, для которой натурный эксперимент не осуществим по этическим соображениям или эксперимент связан с опасностью для жизни, или он дорог, или из-за того, что эксперимент нельзя провести с прошлым; 

· решение задач, аналитические методы для которых неприменимы, например, в случае непрерывно- дискретных факторов, случайных воздействий, нелинейных характеристик элементов системы и т.п.; 

· возможность анализа общесистемных ситуаций и принятия решения с помощью ЭВМ, в том числе для таких сложных систем, выбор критерия сравнения стратегий поведения которых на уровне проектирования не осуществим; 

· сокращение сроков и поиск проектных решений, которые являются оптимальными по некоторым критериям оценка эффективности; 

· проведение анализа вариантов структуры больших систем, различных алгоритмов управления изучения влияния изменений параметров системы на ее характеристики и т.д. 

Принципы и методы построения имитационных моделей
Процесс функционирования сложной системы можно рассматривать как смену ее состояний, описываемых ее фазовыми переменными

Z1(t), Z2(t), … Zn(t) в n – мерном пространстве.

Задачей имитационного моделирования является получение траектории движения рассматриваемой системы в n – мерном пространстве (Z1, Z2, … Zn), а также вычисление некоторых показателей, зависящих от выходных сигналов системы и характеризующих ее свойства.

В данном случае “движение” системы понимается в общем смысле – как любое изменение, происходящее в ней.

Известны два принципа построения модели процесса функционирования систем:

 Принцип [image: image77.png]


Δt. Рассмотрим этот принцип сначала для детерминированных систем. Предположим, что начальное состояние системы соответствует значениям Z1(t0), Z2(t0), … Zn(t0). Принцип [image: image78.png]


t предполагает преобразование модели системы к такому виду, чтобы значения Z1, Z2, … Zn в момент времени t1= t0 [image: image79.png]


t можно было вычислить через начальные значения, а в момент t2= t1+[image: image80.png]


t χчерез значения на предшествующем шаге и так для каждого i-ого шага ([image: image81.png]


t=const, i=1[image: image82.png]


M).

Для систем, где случайность является определяющим фактором, принцип [image: image83.png]


t заключается в следующем:

1. Определяется условное распределение вероятности на первом шаге (t1= t0+ [image: image84.png]


t) для случайного вектора,обозначим его (Z1, Z2, … Zn). Условие состоит в том, что начальное состояние системы соответствует точке траектории [image: image85.png]2,22 ... 2y



. 

2. Вычисляются значения координат точки траектории движения системы (t1= t0+ [image: image86.png]


t), к ак значения координат случайного вектора, заданного распределением, найденным на предыдущем шаге. 

3. Отыскиваются условное распределение вектора [image: image87.png](Z°, 2%, ... 2%



на втором шаге (t2= t1+ [image: image88.png]


t), при условии получения соответствующих значений [image: image89.png]


на первом шаге и т.д., пока ti= t0+ i[image: image90.png]


t не примет значения (tМ= t0+ М[image: image91.png]


t). 

Принцип [image: image92.png]


t является универсальным, применим для широкого класса систем. Его недостатком является неэкономичность с точки зрения затрат машинного времени.

Принцип особых состояний (принцип [image: image93.png]bz



). При рассмотрении некоторых видов систем можно выделить два вида состояний:

· обычное, в котором система находится большую часть времени, при этом Zi(t), (i=1[image: image94.png]


n) изменяются плавно. 

· особое, характерное для системы в некоторые моменты времени, причем состояние системы изменяется в эти моменты скачком. 

Принцип особых состояний отличается от принципа [image: image95.png]


t тем, что шагпо времени в этом случае не постоянен, является величиной случайной и вычисляется в соответствии с информацией о предыдущем особом состоянии.

Примерами систем, имеющих особые состояния, являются системы массового обслуживания. Особые состояния появляются в моменты поступления заявок, в моменты освобождения каналов и т.д.

Для таких систем применение принципа [image: image96.png]


t является нерациональным, так как при этом возможны пропуски особых состояний и необходимы методы их обнаружения.

В практике использования имитационного моделирования описанные выше принципы при необходимости комбинируют.

Пример применения принципа [image: image97.png]


t.
На рис. 2.2. приведена аналоговая схема дифференцирующего фильтра.
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Рис. 2.2.

Процесс, происходящий в фильтре, описывается дифференциальным уравнением:

[image: image99.png]L ket -zm)
dt




В уравнении:

K- коэффициент усиления,

х(t) – входной сигнал.

Доказано, что [image: image100.png]AN
ko gp dt





Преобразуем математическую модель фильтра (1) к виду, позволяющему применить принцип [image: image101.png]


t. В простейшем случае достаточно уравнение (1) аппроксимировать конечно-разностным уравнением: 
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Задав начальное условие Z(t0)=Z0 можно построить траекторию процесса, происходящего в фильтре, с целью получения текущего значения производной любой детерминированной функции x(t), подаваемой на вход. 

Пример применения принципа особых состояний

Рассмотрим магазин мелких подарков “Виртуальный”. В магазине работает один продавец. Требуется имитировать работу магазина с целью изучения перспектив его развития. Из предварительного обследования получена информация, что интервал времени между двумя последовательными приходами покупателей в магазине имеет равномерный закон распределения в интервале (1,10). Время обслуживания покупателей в магазине также распределено равномерно в интервале (1,6).

Основные методы имитационного моделирования

Основными методами имитационного моделирования являются: аналитический метод, метод статического моделирования и комбинированный метод (аналитико-статистический) метод.

Аналитический метод применяется для имитации процессов в основном для малых и простых систем, где отсутствует фактор случайности. Например, когда процесс их функционирования описан дифференциальными или интегродифференциальными уравнениями. Метод назван условно, так как он объединяет возможности имитации процесса, модель которого получена в виде аналитически замкнутого решения, или решения полученного методами вычислительной математики.

Метод статистического моделирования первоначально развивался как метод статистических испытаний (Монте-Карло). Это – численный метод, состоящий в получении оценок вероятностных характеристик, совпадающих с решением аналитических задач (например, с решением уравнений и вычислением определенного интеграла). В последствии этот метод стал применяться для имитации процессов, происходящих в системах, внутри которых есть источник случайности или которые подвержены случайным воздействиям. Он получил название метода статистического моделирования. В параграфах 2-5 данного раздела излагается суть этого метода.

Комбинированный метод (аналитико-статистический) позволяет объединить достоинства аналитического и статистического методов моделирования. Он применяется в случае разработки модели, состоящей из различных модулей, представляющих набор как статистических так и аналитических моделей, которые взаимодействуют как единое целое. Причем в набор модулей могут входить не только модули соответствующие динамическим моделям, но и модули соответствующие статическим математическим моделям.

Лекція 2.2. Імітація неперервних випадкових величин. Метод зворотної функції. Метод Неймона.

Случайные события и их имитация
Имитация случайного события
Пусть некоторое событие А происходит с вероятностью [image: image103.png]Pa



. Требуется воспроизвести факт наступления события А. Поставим в соответствие событию А событие В, состоящее в том, что х меньше либо равно[image: image104.png]Pa



, где х здесь и в дальнейшем – случайное число (СЧ) с равномерным на интервале (0,1) законом распределения. Вычислим вероятность события В:

[image: image105.png]?
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Таким образом, события А и В являются равновероятными. Отсюда следует процедура имитации факта появления события А. Она сводится к проверке неравенства хАменьше, либо равно Р, а алгоритм заключается в следующем:

1. С помощью датчика случайных чисел (СЧ) получают СЧ х; 

2. Проверяют выполнение неравенства х меньше, либо равно [image: image106.png]Pa



; 

3. Если оно выпоняется, то событие А – произошло, если нет – то произошло [image: image107.png]



Имитация сложного события
Имитация сложного события, состоящего, например, из двух независимых элементарных событий А и В, заключается в проверке неравенств:

[image: image108.png]n
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,

где [image: image109.png]Pa



и [image: image110.png]Pp.



– вероятности событий А и В, а х1 и х2 – СЧ с равномерным законом распределения.

В зависимости от исхода проверки неравенств (аналогично алгоритму 2.1.) делается вывод какой из вариантов: 

[image: image111.png]AB, AB AR AE



имеет место.

Имитация сложного события, состоящего из зависимых событий
В случае, когда сложное событие состоит из элементарных зависимых событий А и В имитация сложного события производится с помощью проверки следующих неравенств:
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В зависимости от того, какая из этих четырех систем неравенств выполняется, делается вывод о том, какой из этих четырех возможных исходов [image: image113.png]AB, AB AR AE



имеет место. 

В качестве исходных данных задаются [image: image114.png]Pa



, [image: image115.png]Pp.



и условная вероятность [image: image116.png]Peia



, вероятность [image: image117.png]P/ &



может быть вычислена. По формуле полной вероятности: [image: image118.png]F(B), orciogamerso sepasurs P(A/ B)




Имитация событий, составляющих полную группу
Пусть событие Аi (i=1,n) составляют полную группу, тогда их вероятности Рi, таковы что: 

[image: image119.png]TA-1
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Имитация факта появления одного из событий Аi (i=1,n) сводится к проверке следующих неравенств:

[image: image120.png]



Выполнение К-го неравенства эквивалентно выполнению события АК. Описанный алгоритм называют иногда алгоритмом “розыгрыша по жребию”. Его можно интерпретировать как установление номера К-го отрезка длинной РК, на который пало СЧ х, при условии разбиения отрезка единичной длины на отрезки с длинами P1,P2,...Pn (рис 3.3.)
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Рис. 3.3.

Имитация непрерывных случайных величин

Имитационное моделирование явлений и объектов, формальное описание которых возможно с помощью представления их в виде случайных величин (СВ) с заданным законом распределения, основываются на использовании СЧ с равномерным законом распределения и их преобразований. Такие преобразования могут быть осуществлены на основе: метода обратной функции; предельных теорем теории вероятности, приближенных методов и т.п. Для более подробного ознакомления с этими методами можно воспользоваться [20, 25].

Метод обратной функции
Пусть непрерывная случайная величина (СВН)  [image: image122.png]


 задана своим законом распределения:

[image: image123.png]I
E 0= |50




где [image: image124.png]a3



– плотность распределения вероятностей, а [image: image125.png]F ()



- функция распределения вероятностей. Доказано, что случайная величина

[image: image126.png]&= |1, 00





распределена равномерно на интервале (0,1).

Отсюда следует, что искомое значение 
[image: image127.wmf]y

 может быть определено из уравнения:

[image: image128.png]»
x=[£,0)a




(5)

которое эквивалентно уравнению:

[image: image129.png]=Fp) 6




где y – значение случайной величины [image: image130.png]% a X —sHauerme CB &



. Решение уравнения (6) можно записать в общем виде через обратную функцию [image: image131.png]e (x):




[image: image132.png]FEF(x)




Основной недостаток метода заключается в том, что интеграл (5) не всегда является берущимся, а уравнение (6) не всегда решается аналитическими методами. 
Пример 1.

Получить в соответствии с методом обратной функции преобразование, позволяющее вычислить значения СВ[image: image133.png]


 , распределенной по показательному закону.

Решение. Показательный закон характеризуется функцией плотности:

[image: image134.png]Folp)=2e7, (r=0)




Воспользуемся методом обратной функции, вычислим интеграл (5) и получим уравнение вида (6)

[image: image135.png]I
x=[e Py
:



или [image: image136.png]


Тогда: [image: image137.png]


, прологарифмировав и разрешив уравнение через y, будем иметь:

[image: image138.png]











(7)

Получая значение х с помощью датчика равномерно распределеных случайных чисел на интервале (0,1), можно получить значения y в соответствии с выражением (7). Заметим, что показательный закон распределения особенно часто используется для исследования систем массового обслуживания и определения показателей надежности систем.

Пример 2.

Получить преобразование в соответствии с методом обратной функции СВ[image: image139.png]


, позволяющее вычислить значение СВ[image: image140.png]


 , распределенной по закону Вейбулла.

Решение. Плотность распределения такой СВ имеет вид:

[image: image141.png]



[image: image142.png]


- параметры закона распределения, введем обозначение [image: image143.png]


. Нетрудно вывести уравнение вида (6). Для данного распределения оно имеет вид:

[image: image144.png]



Логарифмируя левую и правую его части и выражая y через х, получим:

[image: image145.png]=B /]




Распределение Вейбулла имеет место при исследовании отказов элементов оборудования, возникающих в результате износа и старения. Параметр[image: image146.png]


 носит название и имеет смысл интенсивности отказов. При a =1 закон Вейбулла совпадает с показательным, при a <1 интенсивность отказов является монотонно убывающей, а при a >1 – монотонно возрастающей функцией.

Метод Неймана (режекции)
Метод Неймана, так же как метод обратной функции, является методом, позволяющим получить значения СВ в соответствии с заданным законом распределения. Этот метод является достаточно универсальным он применим для моделирования всех СВ, значения которых не выходят за пределы ограниченного интервала (a,b), а также для СВ, законы распределения которых можно аппроксимировать усеченными.

Метод Неймана состоит в следующем:

1. С помощью датчика случайных чисел получают пару чисел, распределенных равномерно на (0,1).x1 и x2. 

2. Путем преобразований (по методу обратной функции получают два числа [image: image147.png]X 1M Xy



, равномерно распределенных соответственно на интервалах (a,b) и (o,w), то есть 

[image: image148.png]x*1=at+ xi(h-a) 1 x*9= x W, rae W=max fu(y) (puc 3.5)




, где

[image: image149.png]



рис 2.5.

 

3. Из точек с координатами [image: image150.png]X 1M Xy



выбирают те, которые попали “под колокол” функции fh (y), то есть те точки, для которых [image: image151.png]fix sz



. 

4. Если выполнено условие 3., то искомое значение y полагают равным [image: image152.png]X1



. 

Алгоритм получения значения нормально распределенной случайной величины

Нормальное распределение является наиболее часто встречающимся. Функция плотности распределения вероятностей для него имеет вид:

[image: image153.png]



где m – математическое ожидание, а [image: image154.png]


– дисперсия. Согласно центральной предельной теореме теории вероятностей СВ

[image: image155.png]



распределена асимптотически нормально, если [image: image156.png]


распределены одинаково.

Для практического получения значений [image: image157.png]


в качестве и [image: image158.png]


выбирают равномерно распределенные СВ. При этом наиболее часто используют преобразование

[image: image159.png]








(8)

 

где xi – равномерно распределенные на (0,1) случайные числа. При к=12 формула приобретает вид наиболее удобной для расчетов, но она дает достаточно точные результаты уже для к=3,4. Формула (8) верна для центрированной (m=0) и нормированной ([image: image160.png]


 =1) случайной величины.

Для получения y*, распределенного нормально с произвольными m и  [image: image161.png]


, пользуются дополнительно преобразованием

y*=m + [image: image162.png]


y 




(9)

Алгоритм получения случайной величины, распределенной по Пуассону

Закон Пуассона описывает число событий, происходящих за одинаковые промежутки времени, при условии независимости этих событий. Это распределение хорошо описывает количество вызовов телефонной станции за определенное время суток, заказов такси и т.д. Закон Пуассона называют законом появления редких событий.

В основе алгоритма получения случайных чисел, распределенных по Пуассону лежит предельная теорема Пуассона. В соответствии с этой теоремой, если n – количество событий велико, а р – вероятность успеха мала, то вероятность того, что при n испытаниях событие произойдет к раз равна:

[image: image163.png]



Здесь np=а, где а – параметр закона Пуассона. 

Процедура получения чисел, распределенных по Пуассону заключается в следующем:

1. Положить р меньше, либо равно 0,1 (так как события являются редкими). 

2. Вычислить число испытаний n=а/р. 

3. Значение х – случайного числа с равномерным на интервале (0,1) законом распределения сравнить с р, если х меньше, либо равно р, то к счетчику событий добавляется 1. 

4. Проводится n испытаний, после чего содержимое счетчика можно считать случайным числом, распределенным по Пуассону. 

Аналогично можно получить значения случайных величин, распределенных в соответствии с геометрическим, биноминальным и другими распределениями дискретных случайных величин

Лекція 2.3. Метод аналітичних перетворень. Алгоритм отримання значень системи дискретних випадкових величин.

Алгоритмы получения значений систем случайных величин (случайных векторов)
Метод аналитических преобразований

Пусть системы непрерывных случайных величин (СНСВ) [image: image164.png](M1.72,.

i



задана условными законами распределения СВ [image: image165.png]


i (i=1,n). По теореме умножения плотностей распределения совместная функция плотности распределения вероятностей 

f(z1, z2, . . . zn)=f1(z1) f2(z2|z1) f3(z3|z1z2) . . . fn(zn| z1,z2, . . ., zn-1).

Для системы двух случайных величин ([image: image166.png]


1,[image: image167.png]


2), алгоритм получения вектора ее значений сводится к следующему:

1. Вычисление частной функции плотности для  [image: image168.png]


1: 

[image: image169.png]



2. Получение значения [image: image170.png]


1 в соответствии с f1(z1) согласно любому методу, например, одному из описанных в предыдущем разделе 3. 

3. Вычисление частной функции плотности для второй компоненты [image: image171.png]


2 системы. Она может быть получена на основании теоремы умножения законов распределения: 

[image: image172.png]



4. Получение [image: image173.png]


2 – значения [image: image174.png]


2 любым известным методом в соответствии с найденным законом ее распределения. 

Алгоритм может быть обобщен для любого n. Однако, практические работы, выполняемые по этому методу, связаны с большими вычислительными трудностями, за исключением тех редких случаев, когда интегралы берутся. Поэтому разработаны другие методы, позволяющие решать задачу получения значений СНСВ. 

Метод разложения по координатным случайным величинам
Пусть СНСВ задана в рамках теории корреляций: математическими ожиданиями компонент (m1, m2, . . . mn) и матрицей корреляционных моментов:

[image: image175.png]
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Доказано, что h i [image: image178.png]


можно получить с помощью их разложения по координатам СВ x i [image: image179.png]


:

[image: image180.png]










(10)

где [image: image181.png]


i - некоррелированные, центрированные, нормированные нормально распределенные СВ.

Коэффициенты сij [image: image182.png]


могут быть достаточно просто получены решением системы уравнений:

[image: image183.png]


, [image: image184.png]






(11)

Алгоритм получения значений СНСВ сводится к следующему:

1. Решение системы нелинейных уравнений (11). 

2. Получение n значений yi нормировнных, центрированных СВ, распределенных нормально. 

3. Вычисление zi i=(1,n) значений СВ, образующих СНСВ в соответствии с (10). 

Алгоритм получения значений системы дискретных случайных величин
Дискретный двумерный вектор CDCB задается двумерным законом распределения, т.е. 

а) матрицей вероятностей [image: image185.png]
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, где Pij – вероятность совместного появления i-ого и j-ого значений соответственной первой и второй компоненты, причем: [image: image187.png]


.

б) двумя векторами возможных значений первой и второй компоненты {Ai}, {Bi}, [image: image188.png]


.

Получение значений двумерной дискретной системы случайных величин (СДСВ) может осуществляться по следующему алгоритму.

1. Вычисляют суммы [image: image189.png]
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, [image: image191.png]


. 

2. Если х - равномерно распределенное случайное число из интервала (0,1) такое, что [image: image192.png]


, то считают, что[image: image193.png]


1 компонента двумерной СДСВ получила к-ое значение. 

3. Выбирают к-ую строку [image: image194.png]


вычисляют [image: image195.png]


. 

4. Если вновь полученное с помощью датчика случайных чисел х такое, что вторая компонента СДСВ получила S-е значение. 

5. Замечание: В алгоритме используется правило “розыгрыша по жребию”, однако надо иметь в виду, что [image: image196.png]


.

2.5








� Інколи функцію Е(х) достатньо визначити не на всьому проміжку [0,1], а на його деякій частині, якій належить значення надійності елемента х.
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