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Містить необхідні теоретичні відомості з основ системного аналізу та методів побудови імітаційних моделей складних подій, а також завдання на лабораторні роботи з методичними рекомендаціями щодо їх виконання.

Для студентів факультету комп’ютерних систем спеціальності 6.091500 „Системне програмування”.

ЗАГАЛЬНІ МЕТОДИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ
Лабораторні роботи виконуються згідно з програмою курсу „Системний аналіз та імітаційне моделювання” для бакалаврів спеціальності 6.091500 «Системне програмування» з метою вироблення в студентів практичних навичок та закріплення теоретичних знань з основ системного аналізу та методів побудови імітаційних моделей складних подій.

Курс „Системний аналіз та імітаційне моделювання” розроблений відповідно до вимог кредитно-модульної системи оцінювання знань і складається з трьох модулів, що передбачає проведення восьми лабораторних робіт у перших двох модулях та виконання курсової роботи в третьому модулі.

Загальна мета лабораторних робіт – поглиблення та закріплення знань з розділів курсу «Системний аналіз та імітаційне моделювання». У процесі виконання лабораторних робіт студенти ознайомлюються з процесом функціонування складної системи, з методами побудови імітаційних моделей, з алгоритмами отримання значень систем випадкових величин.

На виконання кожної лабораторної роботи відводиться дві академічні години. За цей час студент повинен:

· підготувати протокол звіту для лабораторної роботи;

· одержати у викладача індивідуальний номер варіанта;

· відповідно до номера варіанта виконати передбачене завдання;

· зробити висновки;

· переглянути відповідну програмну модель;

· відповісти на контрольні запитання;

· захистити лабораторну роботу.

Звіт про виконання лабораторної роботи повинен містити:

1. Титульний аркуш.

2. Мету роботи.

3. Короткі теоретичні відомості.

4. Хід виконання лабораторної роботи.

5. Основні висновки.

До оформлення звіту висуваються такі вимоги:

1. Робота оформлюється на аркушах паперу формату А4 або в окремому зошиті з лабораторних робіт.

2. На титульному аркуші мають бути вказані:

· тема лабораторної роботи;

· назва дисципліни;

· номер варіанта;

· ким виконана робота (ПІП/б, номер групи, факультет);

· ким прийнята (ПІП/б).

3. У коротких теоретичних відомостях викладаються основні положення теми.

4. Хід роботи повинен містити:

· вихідні дані;

· етапи їх перетворення;

· отриманий результат;

· лістинг коду програми;

· висновки про результати виконання роботи.

Модуль 1. Системний аналіз у дослідженні складних систем

Модуль містить теми: „Вступ. Предмет і завдання дисципліни. Зміст, задачі і місце дисципліни в системі підготовки фахівців спеціальності “Системне програмування”. Системний аналіз як метод наукового пізнання”, „Основні ідеї, поняття і методологія системного аналізу. Поняття системи і її структури. Системні об’єкти: входи, виходи, процеси, цілі, критерії, обмеження функціонування системи. Великі та складні системи”, „Детермінована та стохастична структура досліджуваного процесу (системи)”, „Аналітичні моделі взаємозалежності показників ефективності досліджуваного об’єкта від його вартості”, „Методи і форми системного аналізу. Дерево аналізу проблеми. Структуризація проблем, що важко розуміються та слабо формалізуються”, „Методи дослідження та обробки результатів спостережень. Оцінення коефіцієнтів функції витрат”, „Моделі оптимального розподілу надійності між елементами послідовно зв’язаних лінійних структур”, „Верифікація та перевірка гіпотез щодо специфікації моделей. Моделі оптимізації нелінійних систем”, лабораторні роботи.
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Лабораторна робота 1
Детерміновані досліджувані структури. Визначення показників ефективності

Мета роботи – ознайомитися з характеристиками системи з детермінованими зв’язками; визначити рівень складності систем.

Короткі теоретичні відомості
Системою називається будь-який об’єкт, що складається з елементів та зв’язків між ними. 

Система може бути подана у вигляді кортежу:
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де А – множина елементів системи,

R – множина пар, якими задаються зв’язки системи.

Приклад. Система складається з двох елементів a і b. Тоді множину елементів системи можна представити у вигляді: А={а; b}, а множина пар, що відображає зв’язки між елементами системи, є підмножиною декартового добутку R ( A( A і набуває вигляду: R = {(а; b),(b; а)}. Максимальну кількість можливих зв’язків між елементами можна визначити за формулою: N( N - 1)=2, де N – кількість елементів системи, (N -1) – мінімальна кількість зв’язків між елементами.

Система є складною, якщо вона утворена з великої кількості елементів, що взаємодіють між собою. Наприклад, система керування польотів літаків великого аеродрому, міський транспорт, виробничий процес, інформаційна система та ін. Структура кожної системи складається з підсистем, що є дуже важливим етапом при побудові формального опису складної системи, що дозволяє іноді спрощувати дослідження складних систем. Ряд задач, пов’язаних із властивостями окремих підсистем, можуть бути розв’язані під час вивчення відповідних підсистем, що в багатьох випадках істотно спрощує результати. Як правило, зменшується кількість зв’язків між елементами системи, які підлягають дослідженню (це скорочує громіздкість обчислень).

Інтуїтивне уявлення про складність, наприклад, інформаційної системи (системи управління підприємством, діагностичні системи, бібліографічні та ін.), пов’язує цю її властивість з об’ємом устаткування (кількість елементів, їх фізичні характеристики, програмне забезпечення і т.д.), розгалуженістю зв’язків між елементами та ступенем їх взаємодії, кваліфікацією персоналу, що здійснює реалізацію розрахункових задач на основі використання мов програмування, налагодженням та експлуатацію системи, вартістю виготовлення системи та зручністю її практичного застосування тощо.

Строгого визначення складної системи не існує, тому розглянемо найбільш елементарне та формальне поняття складності системи.

Нехай маємо n типів елементів системи. Для кожного типу інтуїтивно встановлюється величина складності елемента, що вимірюється деяким числом. 

Складність елемента і-того типу позначимо через si. 

Складністю системи, що містить елементи зі складністю si (
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де ki – кількість елементів і-того типу, що входить у систему (без урахування зв’язків між елементами).

Для того, щоб повніше врахувати структуру системи, доцільно вираз (1.2) зробити залежним від кількості зв’язків між елементами. Кількість елементів системи визначається за формулою:
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Нехай m – фактична (реальна) кількість зв’язків у системі, тоді відносну кількість реалізованих зв’язків у системі ( можна визначити за формулою:


[image: image5.wmf])
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Отже, складність системи можна оцінити величиною:
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(1.4)

де ( – відносна складність зв’язків порівняно зі складністю елементів системи (визначається експертами).
Завдання на роботу

1. Відповідно до варіанта завдання, який видається викладачем, створити програму за допомогою мов програмування С++ або Turbo Pascal, яка обчислює рівень складності кожної з трьох систем.

2. У програмі обґрунтувати вибір одного з двох способів для оцінення рівня складності елементів певного типу та відносної складності зв’язків.

3. Враховуючи отримані дані, обрати оптимальний рівень складності системи. Обґрунтувати критерій вибору.

4. Запропонувати свій варіант для оцінення рівня складності системи.
Зразок розв’язання задачі

Задача. Нехай задано три складні системи, у кожній з яких указано тип, кількість елементів та реальну кількість зв’язків між цими елементами. Кожен тип елемента та відповідні зв’язки між ними оцінюються експертами. Оцінки експертів залежать від їх стажу. Обчислити рівень складності кожної з трьох систем, використовуючи два способи оцінювання рівня складності елементів системи. Вихідні дані до задачі подано в таблиці 1.1. 

Таблиця 1.1

	Систе-ма
	Тип 

елемента
	Кіль-кість елемен-тів
	Експертні оцінки складності

	
	
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8

	1
	1
	23
	7
	5
	3
	7
	8
	4
	4
	4

	
	2
	48
	3
	8
	5
	4
	9
	5
	8
	4

	
	3
	129
	1
	3
	5
	3
	8
	6
	2
	9

	
	4
	213
	8
	2
	6
	9
	8
	1
	7
	7

	
	5
	174
	4
	4
	8
	8
	2
	3
	3
	3

	
	6
	17
	6
	1
	2
	4
	9
	7
	5
	8

	
	Зв’язки
	1255
	0,8
	0,6
	0,5
	0,3
	0,7
	0,6
	0,9
	0,7

	2
	1
	45
	5
	1
	3
	3
	1
	2
	1
	5

	
	2
	95
	6
	3
	7
	4
	3
	7
	4
	4

	
	3
	118
	7
	5
	6
	7
	6
	3
	5
	7

	
	4
	139
	4
	7
	7
	8
	9
	8
	9
	7

	
	5
	202
	9
	9
	8
	9
	9
	9
	8
	7

	
	6
	121
	2
	4
	2
	5
	4
	1
	3
	1

	
	Зв’язки
	2001
	1,1
	1,2
	0,9
	1
	1
	0,9
	1
	0,8

	3
	1
	381
	4
	3
	1
	8
	2
	6
	4
	1

	
	2
	277
	5
	6
	8
	1
	4
	6
	6
	5

	
	3
	189
	4
	8
	9
	9
	4
	9
	7
	2

	
	Зв’язки
	1927
	0,9
	0,4
	0,5
	0,6
	0,7
	0,8
	0,6
	0,6

	Стаж експерта
	
	17
	13
	9
	8
	3
	5
	9
	12


Розв’язування. Для того, щоб оцінити рівень складності однієї з трьох систем за формулою (1.4), необхідно визначити:

· відносну кількість реалізованих зв’язків у системі (;

· складність елементів і-того типу si, 
[image: image7.wmf]n
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· відносну складність зв’язків (.

За формулою (1.2) обчислюємо кількість елементів у системі та отримуємо такі значення:

N(1)=604; N(2)=720; N(3)=847.

За формулою (1.3) обчислюємо відносну кількість зв’язків у системі:

( (1)= 0,0034; ( (2)= 0,0039; ( (3)= 0,0008.
І спосіб. Для того щоб визначити складність елементів і-го типу системи, необхідно оцінки всіх експертів звести до однієї. Враховуючи стаж кожного експерта, припускаємо, що оцінки елементів системи можуть бути необ’єктивними, тому введемо вагові коефіцієнти щодо значення цих оцінок.

Припустимо, що експерт з найбільшим стажем роботи об’єктивно оцінює складність елементів і-ї групи, тому надамо йому перевагу і його оцінка буде мати ваговий коефіцієнт, рівний 1. Тоді оцінки всіх інших експертів будуть мати вагові коефіцієнти, які менші за 1, оскільки їхній стаж роботи менший. Вагові коефіцієнти (j (
[image: image8.wmf]8
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) вводяться для того, щоб скоригувати оцінку експерта.

За даними таблиці 1.1 найбільший стаж в експертів дорівнює 17 років. Тоді для визначення вагових коефіцієнтів для оцінок інших експертів необхідно стаж кожного експерта помножити на 
[image: image9.wmf]17

1

.

Значення вагових коефіцієнтів для всіх експертів із відповідним стажем занесемо до таблиці 1.2.

Таблиця 1.2

	Стаж експерта
	17
	13
	9
	8
	3
	5
	9
	12

	Вагові коефіцієнти (j, 
[image: image10.wmf]8
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j


	1,00
	0,76
	0,53
	0,47
	0,18
	0,29
	0,53
	0,71


Отже, оцінку складності кожного типу елемента системи визначаємо за формулою:
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(1.6)

де і – тип елемента системи, 
[image: image12.wmf]n
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;

s(j – оцінка j-го експерта.
Відповідно відносну складність зв’язків порівняно зі складністю елементів системи визначаємо за формулою:
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де (j – оцінка кожного експерта щодо відносної складності зв’язків стосовно елементів системи.

ІІ спосіб. Для оцінення рівня складності елементів системи необхідно знайти загальний стаж усіх експертів, не враховуючи об’єктивність оцінок. Таким чином, отримаємо формулу:
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де stj – стаж експерта, s(j – оцінка j-го експерта.
Аналогічно визначаємо відносну складність зв’язків:
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å

=

=

=

8

1

8

1

j

j

j

j

j

st

st

g

g

.



(1.9)

Значення si (
[image: image16.wmf]n
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) та (, отримані за формулами (1.5)-(1.6) та (1.7)-(1.8), занесемо до таблиці 1.3. За формулою (1.4) визначаємо
S – рівень складності кожної з трьох систем.

Таблиця 1.3

	Систе-ма
	Тип

елемента
	І спосіб
	ІІ спосіб

	
	
	si, 
[image: image17.wmf]n
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,
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	S
	si, 
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	S

	1
	1
	23,235
	13789,25
	5,197
	3060,46

	
	2
	23,765
	
	5,316
	

	
	3
	17,941
	
	4,013
	

	
	4
	27,294
	
	6,105
	

	
	5
	20,000
	
	4,474
	

	
	6
	21,647
	
	4,842
	

	
	Зв’язки
	2,935
	
	0,657
	

	2
	1
	13,588
	19430,37
	3,039
	4288,58

	
	2
	21,412
	
	4,789
	

	
	3
	26,824
	
	6,000
	

	
	4
	30,471
	
	6,816
	

	
	5
	37,765
	
	8,447
	

	
	6
	11,765
	
	2,632
	

	
	Зв’язки
	4,500
	
	1,007
	

	3
	1
	15,529
	17673,51
	3,474
	3946,12

	
	2
	23,471
	
	5,250
	

	
	3
	27,588
	
	6,171
	

	
	Зв’язки
	2,853
	
	0,638
	


Вибір оптимальної системи залежить від поставленої задачі. Якщо критерієм вибору системи є її надійність, то розв’язання задачі зводиться до вибору системи з найнижчим рівнем складності. Така система буде легшою в експлуатації та надійнішою, а собівартість роботи, виконана системою, буде найменшою.

Як бачимо, за отриманими оцінками рівня складності систем першим та другим способом, система 1 має найнижчий рівень складності. Система 3 має найвищий рівень складності, це означає, що для її функціонування знадобиться більше витрат, часу.

Питання для самоперевірки

1. Що розуміємо під поняттями «система» та «складність системи»? Наведіть приклади складних систем.

2. Від чого залежить складність системи?

3. За яким критерієм (-ми) обирають оптимальну систему?

Лабораторна робота 2
Стохастичні структури, їх якість і надійність. Визначення показників ефективності

Мета роботи – ознайомитися з основними характеристиками надійності, вивчити процедуру визначення надійності складних систем з детермінованою зв’язністю елементів.

Короткі теоретичні відомості

Для сприйняття системи важливою характеристикою її, як і будь-якого об’єкта, є надійність. Сприймається нами об’єкт, коли він функціонує і ми бачимо його як такий. Якщо ж він не працює, не функціонує, він втрачає для нас сенс як об’єкт. Тобто надійність визначає існування об’єкта.

Надійністю називається здатність об’єкта зберігати певну властивість у певному проміжку простору і в певному проміжку часу.

Альтернативою надійності є ризик. Ризиком називається настання події, яке є небажаним.

При побудові нових систем, а також при реструктуризації наявних важливо вміти розв’язувати задачі з оптимізації надійності цих систем. Це пояснюється тим, що рівень надійності має закладатися в тактико-технічні характеристики і вимоги на побудову систем.

Рівень вимог, тобто рівень показників надійності, має визначатись практикою і процесом споживання об’єкту.

Характеристики (показники) надійності.

Оскільки надійність будь-якого об’єкта пов’язується із випадком (випадок, коли об’єкт функціонує, і випадок, коли він не функціонує), то основними характеристиками надійності мають бути такі, що мають імовірнісний характер. Базовою характеристикою є імовірність.

Позначимо імовірність безвідмовної роботи:
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де 
[image: image20.wmf]x

 – випадкова величина, що описує момент відмови.

З формули (2.1) випливає, що функція надійності 
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 – це різниця між одиницею і функцією розподілу:
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Надійність складних систем з детермінованою зв’язністю елементів.

1) Системи з послідовним зв’язком елементів.

Система з послідовним з’єднанням елементів – це така, при якій вихід з ладу хоча б одного елемента призводить до виходу з ладу всієї системи.
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Позначимо через n кількість послідовно зв’язаних елементів системи.

Нехай 
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 – це надійність і-го елемента. Визначимо надійність системи 
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Подія (1-й і 2-й елементи працюють) рівнозначна перетину подій (і 1-й елемент працює, і 2-й елемент працює). Вважаємо, що виходи з ладу елементів незалежні, тобто вихід (поломка) одного елемента не впливає на надійність інших елементів.
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(2.2)

2) Система з паралельним зв’язком елементів.
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Виведемо формулу для надійності такої системи.
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(2.3)

Система з паралельним з’єднанням елементів виражає функціональну ідентичність цих елементів. Це дає право говорити про
функціональне резервування, наприклад, 1-го елемента. У тому випадку, якщо резервують ідентичними елементами, то говорять про дублювання і формула (2.3) набуває вигляду:
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3) Система послідовно з’єднаних зарезервованих елементів.

Розглянемо систему типу (1), де кожен елемент має свій резерв.
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Формула (2.4) описує надійність системи n послідовно зв’язаних елементів, які неідентично зарезервовані кожен своєю кількістю.

У частковому випадку, коли кількість резерву одна й та ж і дорівнює r, формула набуває вигляду:
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У частковому випадку, коли маємо дублювання елементів (резервування ідентичними), формула набуває вигляду:
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4) Перше узагальнення систем 1-3.

Розглянемо систему паралельно-послідовного з’єднання елементів.
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(2.5)
Частковий випадок, коли кількість елементів в кожному ланцюжку однакова n, формула (2.5) набуває вигляду:
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У частковому випадку, коли маємо дублювання (резервування ідентичними елементами), формула (2.5) набуває вигляду:
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Завдання на роботу
1. Відповідно до варіанта завдання, який видається викладачем, створити програму за допомогою мов програмування С++ або Turbo Pascal, яка визначає надійність системи. 
2. Зробити висновок про надійність системи.
Зразок розв’язання задачі 

Відповідно до зазначених у теоретичних відомостях формул визначити надійність складної системи: 
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Для знаходження надійності всієї системи розділимо розглядану схему на три складові, що мають надійності 
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 відповідно:

1 підсистема:
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2 підсистема:
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3 підсистема:
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Тоді надійність усієї системи отримаємо за формулою (2.2):
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Обчислимо надійність першої підсистеми за формулою (2.5):
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Обчислимо надійність другої підсистеми за формулою (2.3):
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Обчислимо надійність третьої підсистеми за формулою (2.3):
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Наступним кроком отримуємо надійність усієї системи:
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Отримали надійність системи, яка дорівнює 0,83. Якщо надійність системи понад 80%, то вважаємо систему надійною.

Питання для самоперевірки

1. Що називають надійністю?

2. Що називають ризиком?

3. Що являє собою система з послідовним (паралельним) з’єднанням елементів?

4. Що являє собою функціональне резервування?

Лабораторна робота 3
Побудова моделі залежності витрат від рівня показника якості надійності та ефективності

Мета роботи – ознайомитися з властивостями функції вартості, визначити залежність вартості елементів від їх надійності.

Короткі теоретичні відомості
Емпірично випливає, що, збільшуючи витрати на розроблення і побудову елемента, ми можемо досягти його вищої якості. При цьому зростання надійності елемента буде проходити непропорційно: у загальному випадку, стрибок кожного наступного разу буде зменшуватись. Зрештою настане момент, коли більшим інвестиціям відповідатиме практично недоцільний приріст надійності.

Такий момент можна визначити, змоделювавши функцію
вартості. При цьому враховують такі властивості функції вартості:

1. Якщо 
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 (де С – кошти, які вкладаються), тобто, якщо кошти не вкладаються, то надійність елемента 
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2. При 
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. У разі підвищення надійності елемента системи збільшується його вартість.

Для того, щоб визначити вартість і-го елемента системи, необхідно використовувати таку функцію:
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(3.1)

де 
[image: image64.wmf]i
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 – надійність і-го елемента;
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 – параметри моделі, які визначаються за емпіричними даними функції витрат.

Загальна вартість системи:
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(3.2)

Для того, щоб визначити вартість приросту надійності елементів системи, необхідно модифікувати систему. Модифікація проводиться за рахунок заміни одних елементів системи іншими, поліпшеними, елементами.
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(3.3)
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(3.4)

Завдання на роботу

1. Відповідно до варіанта завдання, який видається викладачем, створити програму за допомогою мов програмування С++ або Turbo Pascal, яка обчислює значення коефіцієнтів А та В для кожного з шести елементів системи.

2. На основі отриманих даних, у створеній програмі побудувати графік функції витрат для кожного з шести елементів системи в одній системі координат.
Зразок розв’язання задачі
Вихідні дані для виконання лабораторної роботи:

	 
	p1
	C(p1)
	p11
	C(p11)

	1
	0,973
	1983,86
	0,991
	82029,63

	2
	0,972
	5077,25
	0,986
	89676,97

	3
	0,86
	15316,24
	0,896
	90079,34

	4
	0,988
	2888,71
	0,995
	96338,8

	5
	0,867
	15257,7
	0,91
	96510,01

	6
	0,969
	3243,82
	0,986
	51217,38


Значення коефіцієнтів В і А визначаємо за формулами (3.3) і (3.4) відповідно.

	B
	A

	0,05
	319,9991

	0,08
	299,9995

	0,7
	120,0001

	0,03
	239,9996

	0,5
	410,0003

	0,07
	350


Модифікуємо систему. Для цього необхідно обчислити вартість елементів системи шляхом змінювання значень надійності цих елементів на проміжку 
[image: image69.wmf][
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 з кроком 0,005, використовуючи знайдені значення коефіцієнтів А і В. У результаті отримуємо таку таблицю значень:

	p
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	0,86
	 
	 
	15316,24
	 
	 
	 

	0,865
	 
	 
	18539,36
	 
	 
	 

	0,866
	 
	 
	19293,09
	 
	 
	 

	0,867
	 
	 
	20089,12
	 
	15257,70
	 

	0,87
	 
	 
	22761,94
	 
	16698,08
	 

	0,875
	 
	 
	28394,78
	 
	19587,09
	 

	0,88
	 
	 
	36061,89
	 
	23271,64
	 

	0,885
	 
	 
	46736,50
	 
	28052,02
	 

	0,89
	 
	 
	61981,69
	 
	34374,77
	 

	0,895
	 
	 
	84391,91
	 
	42921,60
	 

	0,896
	 
	 
	90079,34
	 
	44982,76
	 

	0,897
	 
	 
	96269,69
	 
	47184,78
	 

	0,898
	 
	 
	103017,24
	 
	49539,86
	 

	0,899
	 
	 
	110383,13
	 
	52061,45
	 

	0,9
	 
	 
	118436,38
	 
	54764,46
	 

	0,901
	 
	 
	 
	 
	57665,38
	 

	0,902
	 
	 
	 
	 
	60782,50
	 

	0,903
	 
	 
	 
	 
	64136,16
	 

	0,904
	 
	 
	 
	 
	67748,97
	 

	0,905
	 
	 
	 
	 
	71646,15
	 

	0,906
	 
	 
	 
	 
	75855,85
	 

	0,907
	 
	 
	 
	 
	80409,57
	 

	0,908
	 
	 
	 
	 
	85342,59
	 

	0,909
	 
	 
	 
	 
	90694,54
	 

	0,91
	 
	 
	 
	 
	96510,01
	 

	0,965
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	0,969
	 
	 
	 
	 
	 
	3243,82

	0,972
	 
	5077,25
	 
	 
	 
	4144,48

	0,973
	1983,86
	5649,79
	 
	 
	 
	4551,24

	0,974
	2132,50
	6338,27
	 
	 
	 
	5033,63

	0,975
	2305,38
	7175,76
	 
	 
	 
	5611,74

	0,976
	2508,30
	8207,65
	 
	 
	 
	6312,63

	0,977
	2748,92
	9497,41
	 
	 
	 
	7173,46

	0,978
	3037,53
	11135,57
	 
	 
	 
	8246,18

	0,979
	3388,18
	13254,36
	 
	 
	 
	9605,04

	0,98
	3820,42
	16051,85
	 
	 
	 
	11358,60

	0,981
	4362,13
	19833,46
	 
	 
	 
	13670,03

	0,982
	5053,99
	25085,93
	 
	 
	 
	16792,00

	0,983
	5957,16
	32614,70
	 
	 
	 
	21129,68

	0,984
	7166,63
	43811,56
	 
	 
	 
	27359,08

	0,985
	8835,56
	61206,10
	 
	 
	 
	36661,64

	0,986
	11222,20
	89676,97
	 
	 
	 
	51217,38

	0,987
	14785,30
	 
	 
	 
	 
	 

	0,988
	20392,33
	 
	 
	2888,71
	 
	 

	0,989
	29813,42
	 
	 
	3629,50
	 
	 

	0,99
	47017,28
	 
	 
	4772,32
	 
	 

	0,991
	82029,63
	 
	 
	6667,04
	 
	 

	0,992
	164438,05
	 
	 
	10123,41
	 
	 

	0,993
	 
	 
	 
	17314,99
	 
	 

	0,994
	 
	 
	 
	35405,43
	 
	 

	0,995
	 
	 
	 
	96338,80
	 
	 

	0,996
	 
	 
	 
	 
	 
	 


Відповідно до отриманих значень необхідно побудувати графіки функцій вартості для кожного елемента системи (рис. 3.1).
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Рисунок 3.1. Графіки функції вартості

У цій лабораторній роботі ми ознайомились та вивчили залежність вартості елементів від їх надійності.

У розгляданій системі шляхом аналізу отриманих даних можна визначити, що найнадійнішим є четвертий елемент, а найбільш ненадійним – третій елемент. 

Питання для самоперевірки

1. Що являє собою функція вартості системи?

2. Які властивості функції вартості?

3. За якими даними визначаються параметри А і В?

Лабораторна робота 4
Побудова моделі та реалізація на її основі оптимального розподілу рівня показника надійності та ефективності за критерієм витрат

Мета роботи – навчитися розв’язувати задачі на оптимізацію надійності системи.
Короткі теоретичні відомості
Задача оптимізації має сенс тоді, коли: 1) для реальної системи розв’язується проблема її модернізації або спрощення; 2) потрібно побудувати спроектовану систему з найменшою вартістю (тактико-технічні умови на систему задані замовником).

Отже, задача зводиться до розроблення методу оптимізації розподілу надійності елементів системи за критерієм вартості або ж зворотно: максимізація надійності системи і оптимальний розподіл її між елементами при обмеженнях на вартість системи.

Для системи з послідовним з’єднанням елементів
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функція вартості має вигляд:


[image: image73.wmf](

)

å

=

-

=

n

i

i

i

i

i

p

B

exp

p

A

p

C

1

1





(4.3)

Маємо задачу нелінійного програмування на мінімізацію вартості (4.3) при обмеженнях (4.1) і (4.2):
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(4.4)

Тобто мінімум (4.4) з всіх можливих 
[image: image75.wmf]p

 з простору 
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.

Задача математичного програмування мінімізації функції (4.4) при обмеженнях (4.1) і (4.2) має розв’язок, який виражається розв’язком системи трансцендентних рівнянь у вигляді (4.5) і (4.1):
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(4.5)

Завдання на роботу
1. Відповідно до варіанта завдання, який видається викладачем, створити програму за допомогою мов програмування С++ або Turbo Pascal, яка знаходить оптимальне значення надійності системи при оптимальному значенні її вартості.
2. Зробити висновок про доцільність підвищення надійності системи при отриманій вартості.

Зразок розв’язання задачі

Розв’язати систему рівнянь (4.5), (4.1) можна методом послідовних наближень (ітерацій) за таким алгоритмом:
1) розглядаємо 
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 як варійований параметр системи. Тоді кожне з 
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 рівнянь буде трансцендентним, де варіюється свій параметр 
[image: image80.wmf]p

 (для і-го рівняння параметр 
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). Оцінюємо (або беремо довільно) перше значення параметра системи з області (4.2):
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 задано замовником.
2) Оцінюємо перше наближення і-го параметра 
[image: image84.wmf](
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. Для цього розв’язуємо і-те рівняння з системи (4.5).
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Розв’язок: 
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3) Знайшовши перше наближення 
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, шукаємо перше наближення надійності системи, підставляючи перші наближення цих параметрів у модель (4.1):
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4) Функція (4.1) як функція багатьох змінних є монотонною (зростає по всіх змінних), а це значить, що, коли третій крок приводить до результату

1) 
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, то переходимо до варіації системи за принципом 
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5) Якщо в результаті ітераційного процесу наближень отримаємо, що 
[image: image96.wmf](

)

(

)

k

*

*

k

*

P

P

P

<

<

-

1

 або навпаки 
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, то наступна ітерація 
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 для першого варійованого параметра системи може бути побудована за методом лінійної інтерполяції, а саме:
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Коли знайдена задана надійність системи, необхідно знайти її вартість і зробити висновок про співвідношення цих значень. Чи є сенс підвищувати надійність системи при отриманій вартості?
Питання для самоперевірки

1. Коли розв’язується задача оптимізації системи?

2. До чого зводиться задача оптимізації системи?
3. Сформулюйте задачу математичного програмування мінімізації функції вартості системи.

Модульні контрольні завдання 

Варіант модульного контрольного завдання визначається викладачем. Виконуючи модульне контрольне завдання, студент повинен розкрити теми відповідно до варіанта.

Варіант 1

1. Дайте визначення моделі.

2. Що таке функціональне резервування?

3. Визначити надійність складної системи з детермінованим зв’язком елементів:
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Варіант 2

1. Що називають математичною моделлю?

2. Яке резервування називають «гарячим»?

3. Визначити надійність складної системи з детермінованим зв’язком елементів:
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Варіант 3

1. Що означає твердження: зробити наукове відкриття?

2. Яке резервування називають «холодним»?

3. Визначити надійність складної системи з детермінованим зв’язком елементів:
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Варіант 4

1. Що називають оптимальним розв’язком задачі?

2. Яке з’єднання елементів називають стохастичним?

3. Визначити надійність складної системи із детермінованим зв’язком елементів:
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Варіант 5

1. Чим можна формально задати складну систему?

2. Роз’яснити сутність стохастичного зв’язку елементів у системі.

3. Визначити надійність складної системи з детермінованим зв’язком елементів:
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Модуль 2. Імітаційне моделювання як метод дослідження систем великої складності

Модуль містить теми: „Принципи та методи побудови імітаційних моделей”, „Імітація випадкової події. Імітація складної події. Імітація подій, які складають повну групу”, „Імітація неперервних випадкових величин. Метод зворотної функції. Метод Неймана”, „Алгоритм отримання значень нормально розподіленої випадкової величини. Алгоритм отримання випадкової величини, розподіленої за Пуассоном”, „Метод аналітичних перетворень. Алгоритм отримання значень системи дискретних випадкових величин”, „Імітація випадкових величин з рівномірним законом розподілу в інтервалі [0,1]”, „Імітація неперервних випадкових величин з довільним законом розподілу”, „Імітація нормально-розподілених випадкових величин”, лабораторні роботи.
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Лабораторна робота 5
Побудова моделі процесу функціонування системи за принципом ∆t
Мета роботи – ознайомитися з методами імітаційного моделювання і принципами побудови моделі процесу функціонування системи; розв’язати задачу імітаційного моделювання з використанням принципу (t.

Короткі теоретичні відомості

Основні методи імітаційного моделювання.

Аналітичний метод застосовується для імітації процесів в основному для малих і простих систем, де відсутній фактор випадковості. Наприклад, коли процес їх функціонування описаний диференціальними або інтегродиференціальними рівняннями. Метод названий умовно, оскільки він об'єднує можливості імітації процесу, модель якого отримана у вигляді аналітично замкнутого розв’язання або розв’язання, отриманого методами обчислювальної математики.

Метод статистичного моделювання спочатку розвивався як метод статистичних випробувань (Монте-Карло). Це – числовий метод, що полягає в отриманні оцінок характеристик імовірності, що збігаються з розв’язанням аналітичних задач (наприклад, із розв’язанням рівнянь і обчисленням певного інтеграла). Надалі цей метод став застосовуватися для імітації процесів, що відбуваються в системах, усередині яких є джерело випадковості або які схильні до випадкових дій. Він отримав назву методу статистичного моделювання.

Комбінований метод (аналітико-статистичний) дозволяє об’єднати переваги аналітичного і статистичного методів моделювання. Він застосовується у випадку побудови моделі, яка складається з різних модулів, що являють собою набір як статистичних, так і аналітичних моделей, які взаємодіють як єдине ціле. Причому в набір модулів можуть входити не тільки модулі, що відповідають динамічним моделям, але й модулі, які відповідають статистичним математичним моделям.

Принципи побудови імітаційних моделей

Процес функціонування складної системи можна розглядати як зміну її станів, що описуються її фазовими змінними Z1(t), Z2(t), …, Zn(t) в n-вимірному просторі.

Задача імітаційного моделювання полягає в отриманні траєкторії руху даної системи в n-мірному просторі (Z1, Z2, …, Zn), а також обчислення деяких показників, залежних від вихідних сигналів системи і їх властивостей. У цьому випадку “рух” системи розуміється в загальному значенні – як будь-яка зміна, що відбувається в ній.

Відомі два принципи побудови моделі процесу функціонування систем.

Принцип (t. Розглянемо цей принцип спочатку для детермінованих систем. Припустимо, що початковий стан системи відповідає значенням Z1(t0), Z2(t0), …, Zn(t0). Принцип (t припускає перетворення моделі системи до такого вигляду, щоб значення Z1, Z2, …, Zn в момент часу t1 = t0 + (t можна було обчислити через початкові значення, а у момент t2 = t1 + (t через значення на попередньому кроці і так для кожного i-го кроку ((t=const, 
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Для систем, де випадковість є визначальним фактором, принцип (t полягає в такому:

1. Визначається умовний розподіл імовірності на першому кроці (t1 = t0 + (t) для випадкового вектора, позначимо його (Z1, Z2, …, Zn). Умова полягає в тому, що початковий стан системи відповідає точці траєкторії (
[image: image108.wmf]2
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2. Обчислюються значення координат точки траєкторії руху системи (t1 = t0 + (t), як значення координат випадкового вектора, заданого розподілом, знайденим на попередньому кроці. 

3. Відшукуються умовний розподіл вектора (
[image: image109.wmf]2
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) на другому кроці (t2 = t1 + (t), за умови отримання відповідних значень 
[image: image110.wmf]n

i

Z

i

,

1

,

1

=

 на першому кроці і т.д., поки tі = t0 + і(t не набуде значення tn = t0 + n(t.

Принцип (t є універсальним, застосовним для широкого класу систем. Його недоліком є неекономічність з погляду витрат машинного часу.

Принцип особливих станів (принцип (Z). 

При розгляді деяких видів систем можна виділити два види станів:

· звичайний, в якому система знаходиться більшість часу, при цьому Zi(t), (
[image: image111.wmf]n
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) змінюються плавно. 

· особливий, характерний для системи в деякі моменти часу, причому стан системи змінюється в ці моменти стрибком. 

Принцип особливих станів відрізняється від принципу (t тим, що крок за часом у цьому випадку не постійний, а є величиною випадковою і визначається відповідно до інформації про попередній особливий стан.

Зразками систем, що мають особливі стани, є системи масового обслуговування. Особливі стани з’являються в моменти надходження заявок, у моменти звільнення каналів тощо.

Для таких систем застосування принципу (t є нераціональним, оскільки при цьому можливі пропуски особливих станів і необхідні методи їх виявлення.

Завдання на роботу

1. Відповідно до варіанта завдання, який видається викладачем, перетворити диференціальне рівняння до вигляду, що дозволяє застосувати принцип (t.

2. Імітувати процес функціонування системи в часі при заданому (t. (Створити програму імітації роботи системи за допомогою мов програмування С++ або Turbo Pascal).

3. На основі отриманих даних, у створеній програмі побудувати графік процесу функціонування системи.

Зразок розв’язання задачі

Задача про охолодження тіла. Швидкість охолодження тіла в повітрі пропорційна різниці між температурою тіла і температурою повітря. Температура повітря дорівнює 20(С. Відомо, що протягом 20 хвилин тіло охолоджується від 100 до 60(С. Визначити закон зміни температури тіла ( залежно від часу t.

Диференціальне рівняння має вигляд: (((t)=k((-20), де k – коефіцієнт пропорційності. Імітувати процес охолодження тіла в часі із кроком (t=25 (хвилин), якщо при t=0 температура тіла (=100(С. Визначити, через скільки годин тіло повністю охолоне (тобто температура тіла ( буде дорівнювати температурі повітря).

Розв’язання. Відповідно до умови задачі маємо:
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Для розв’язання рівняння (5.1) розділимо змінні:
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Проінтегруємо ліву та праву частини рівняння:
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У результаті отримаємо: 
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що після потенціювання дає:
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а, отже, після відповідних перетворень отримаємо загальний розв’язок рівняння (5.1):
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Використовуючи вираз (5.2) та початкові умови (при t=0 (=100 ), знаходимо значення константи С. Звідси
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 тобто С=80.

Підставляючи С=80 у рівняння (5.2), отримаємо:
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Коефіцієнт пропорційності k визначаємо з додаткової умови: t=20, (=60. Звідси
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а, отже, 
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Таким чином, знайдено закон, за яким визначається температура тіла в будь-який момент часу t, тобто шукана функція має вигляд:
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(5.3)

Для того щоб імітувати процес функціонування системи в часі при заданому (t, необхідно скористатися такою залежністю:
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За умови, що 
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, отримаємо таку залежність:
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А, отже, рівняння (5.4), враховуючи залежність (5.6) для 
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, можна представити у вигляді:
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Склавши програму за допомогою мов програмування С++ або Turbo Pascal, отримаємо всі значення θі  в момент часу tі (табл. 5.1) та побудуємо траєкторію процесу охолодження тіла (рис. 5.1).

Таблиця 5.1

	t
	(

	0
	100

	5
	87,27171

	10
	76,56854

	15
	67,56828

	20
	60

	25
	53,63586

	30
	48,28427

	35
	43,78414

	40
	40

	45
	36,81793

	50
	34,14214

	55
	31,89207

	60
	30

	65
	28,40896

	70
	27,07107

	75
	25,94604

	80
	25

	85
	24,20448

	90
	23,53553

	95
	22,97302

	100
	22,5

	105
	22,10224

	110
	21,76777

	115
	21,48651

	120
	21,25

	…
	…

	500
	20
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Рис. 5.1. Графік процесу охолодження тіла

Отже, з отриманих даних у таблиці 5.1 та графіка (рис.5.1), можна зробити висновок, що тіло майже набуде температури повітря через 130 хвилин або 2½ години, а через 500 хвилин або 8⅓ години температура тіла повністю дорівнюватиме температурі повітря.

Питання для самоперевірки

1. Для яких процесів у системах застосовується аналітичний метод імітаційного моделювання?

2. Який метод застосовується для імітації процесів у системах з фактором випадковості?

3. Описати комбінований метод імітаційного моделювання.

4. У чому полягає принцип (t побудови імітаційних моделей?

5. Поясніть відмінність між принципами (t та (Z.

6. У чому полягає задача імітаційного моделювання?

7. Описати структуру імітаційної моделі.
Лабораторна робота 6
Побудова моделі імітації випадкової події
Мета роботи – ознайомитися з алгоритмами моделювання результатів випробувань випадкових подій; побудувати імітаційну модель роботи системи протягом деякого часу.

Короткі теоретичні відомості

При побудові алгоритмів, які моделюють будь-який складний процес для розв’язання задачі методом статистичних випробувань, доводиться працювати з випадковими об’єктами різноманітної природи. Зокрема, у багатьох випадках виникає необхідність моделювання результатів незалежних або залежних випробувань у схемі випадкових подій.

Нехай у результаті випробувань подія А наступає з імовірністю р, протилежна подія 
[image: image131.wmf]А

 – з імовірністю 
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. Для того щоб імітувати результат випробувань, вибираючи випадкове число із сукупності з рівномірним законом розподілу в інтервалі 
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, необхідно подію А замінити деякою іншою подією В, яка може відбутися з тією ж імовірністю. Отже, виконаємо випробування відносно події В. Якщо при імітаційному випробуванні відбудеться подія В, то будемо вважати, що в імітаційній схемі відбулася подія А; здійснення події 
[image: image134.wmf]В

 поставимо у відповідність здійсненню події 
[image: image135.wmf]А

 імітаційної схеми.

Далі, нехай Х – випадкова величина з рівномірним законом розподілу в інтервалі 
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. Визначимо подію В як подію, що полягає в тому, що вибране значення ( випадкової величини Х виявиться меншим або рівним р:
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Ймовірність події В визначаємо за формулою: 
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Таким чином, отримаємо, що, оскільки Р(В) = Р(А), то подію В може імітувати подія А. Протилежна подія 
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 визначається як
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тому
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Складемо алгоритм моделювання результату випробування у вказаній схемі.

Вибираємо випадкове число ( із сукупності з рівномірним законом розподілу в інтервалі [0, 1] та порівнюємо його із р.

Якщо виконується умова
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(тобто відбулася подія В, що визначається за (6.1)), то результатом випробування вважаємо А.

Якщо умова (6.3) не виконується, тобто відбулася подія 
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, яка визначається за умовою (6.2), то вважаємо, що результатом випробування є подія 
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У загальному випадку маємо 
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 – повну групу несумісних подій, що відбуваються з імовірностями 
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 відповідно. У цьому випадку 
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Визначимо імітаційну повну групу несумісних подій 
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 таким чином. Подія 
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 полягає в тому, що вибрані значення ( випадкової величини Х задовольняють нерівності
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де
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У такому випадку
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Цю процедуру іноді називають «вибором за жеребкуванням». Моделюючий алгоритм для імітації результату випробувань у цій схемі полягає в такому.

Формуємо довільно випадкове число ( вихідної рівномірної сукупності та порівнюємо його послідовно з усіма величинами 
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 повна, то обов’язково відбудеться будь-яка подія
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, яка полягає у виконанні нерівностей (6.4); тоді вважаємо, що результатом імітаційного випробування є подія 
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Під час розв’язування прикладних задач часто доводиться моделювати сумісні випробування. Розберемо принципи такого моделювання на простому прикладі.

Нехай незалежні події A1 і A2 мають імовірності p1 і p2 відповідно. Для моделювання результату сумісних випробувань необхідно довільно вибрати два випадкових числа та здійснити два порівняння, послідовно перевіряючи умову, аналогічну (6.3), відносно подій A1 і A2. 

В іншому випадку сумісні випробування мають повну групу можливих результатів з відповідними ймовірностями:
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Для моделювання результату сумісних випробувань необхідно визначити один із можливих станів. Для цього необхідно вибрати одне випадкове число(, але порівнянь може бути набагато більше.

Використання одного або іншого варіанта полягає в зручності побудови алгоритму, економії машинного часу та оперативної пам’яті. Звичайно перший варіант виявляється більш економічним, ніж другий.

При сумісних випробуваннях може статися, що події A1 і A2 – залежні. У такому випадку нехай задані p1 і p2 – ймовірності безумовного настання відповідно подій A1 і A2 та 
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 – умовна ймовірність події A2 за умови, що відбулася подія A1. Так само, як і в разі моделювання незалежних сумісних випробувань, тут можна проводити моделювання за двома алгоритмами.

Перший алгоритм можна побудувати так.

Вибираємо випадкове число (1 із сукупності з рівномірним законом розподілу і перевіряємо умову:
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Виконання умови (6.6) означає здійснення події A1, а, отже, при моделюванні випробування щодо події A2 потрібно скористатися ймовірністю Р(A2| A1). Для цього вибираємо наступне випадкове число (2 і перевіряємо умову
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Якщо умова (6.7) виконана, то ми отримаємо кінцевий результат: відбулася подія A1A2. Якщо ж умова (6.7) не виконана, то кінцевий результат сумісних випробувань буде 
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Ми розглянули ланцюжок алгоритму за умови виконання нерівності (6.6); якщо ж вона виявилася невиконаною, то відбулася подія 
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 і надалі нам потрібна ймовірність 
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, яку легко визначити, користуючись теоремою про повну ймовірність:
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(6.8)

Визначаючи зі співвідношення (6.8) ймовірність Р(A2 |
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Потім знову витягуємо випадкове число (2, перевіряємо виконання нерівності
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і одержуємо кінцевий результат випробувань: 
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, залежно від того, виконується нерівність (6.10) чи ні.

Другий алгоритм моделює здійснення однієї події з повної групи 
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 з відповідними ймовірностями:
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де 
[image: image176.wmf](
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) визначається співвідношенням (6.9).

Необхідно відзначити, що алгоритми в розглянутих прикладах виявляються справедливими лише в тому випадку, коли при моделюванні використовуються випадкові числа, вибрані з сукупності з рівномірним розподілом імовірності в інтервалі 
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Проте при реалізації алгоритмів на комп’ютері можуть бути використані лише випадкові числа (* з квазірівномірним розподілом. Якщо випадкові числа, які використовуються при моделюванні, виявляються малорозрядними, то в алгоритми необхідно ввести деякі зміни для того, щоб уникнути грубих помилок у результатах моделювання.

Зупинимося детальніше на особливостях, пов’язаних із застосуванням квазірівномірних випадкових чисел.

Розглянемо спочатку моделювання випробування з двома результатами A і 
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. У цьому випадку ми імітували результати A і 
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 подіями B і 
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 певними формулами (6.1) та (6.2):

У разі використання рівномірно розподілених випадкових чисел (
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Якщо ж замість події В визначити подію В*:
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де (* — квазірівномірне випадкове число з інтервалу 
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будуть вже несправедливими. Покажемо це.

Нехай (* – k-розрядне випадкове число із сукупності квазірівномірних випадкових чисел. Тоді його можна представити у вигляді 
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, де i – одне з чисел 
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Для будь-якого значення ймовірності р можна підібрати таке ціле невід’ємне число 
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, що буде виконуватись співвідношення:
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Знайдемо ймовірність події В*, що визначається за формулою (6.12). Цю ймовірність 
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 можна визначити статистично, тобто відношенням кількості n чисел, що менші від р або дорівнюють р, до загальної кількості N усіх чисел у квазірівномірній сукупності k-розрядних чисел. Як відомо, 
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 кількість таких чисел 
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Таким чином,
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Порівнюючи співвідношення (6.12) та (6.13), можна зробити такий висновок: для будь-яких значень р в межах (6.12) імовірність події В* постійна і визначена (6.13).

Визначимо максимально можливе значення помилки 
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. Із (6.13) та (6.14) бачимо, що


[image: image198.wmf]1

2

1

1

2

1

2

1

-

=

-

-

-

+

=

D

k

k

k

max

t

t

p


(6.14)

Із (6.14) бачимо, що зі збільшенням k величина помилки Δp швидко спадає, тому нею можна знехтувати при достатньо великій розрядності випадкових чисел.

Аналогічну картину ми маємо і в складнішому випадку — у випадку, коли кількість результатів випробувань більша, ніж дві.

Окрім збільшення розрядності випадкових чисел, для зменшення впливу помилок, пов’язаних з використанням квазірівномірних випадкових чисел, можна вказати ще один шлях — ускладнення алгоритму моделювання випробувань. Наприклад, можна використовувати комбінації подій, що наступають при повторенні випробувань, або інші частинні прийоми, пов’язані з багатократним вибором випадкових чисел, рівномірно розподілених на інтервалі 
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Завдання на роботу

1. Відповідно до варіанта завдання, який видається викладачем, розробити модель імітації випробувань у схемі випадкових подій.

2. Імітувати процес функціонування системи протягом часу t. (Створити програму імітації роботи системи за допомогою мов програмування С++ або Turbo Pascal).

Зразок розв’язання задачі

Задача 1. Прилад, що працює протягом часу t, складається з трьох вузлів, кожний з яких незалежно від інших може протягом часу t вийти з ладу. Ймовірність безвідмовної роботи першого вузла дорівнює p1= 0,8, другого p2 = 0,9, третього p3 = 0,7. Скласти модель роботи приладу протягом часу t.

Розв’язання.

I спосіб. Вибираємо випадкове число ξ1 ( [0, 1] з сукупності із рівномірним законом розподілу та порівнюємо його з 0,8. Якщо ξ1 ( 0,8, то вважаємо, що перший вузол приладу працює безвідмовно; якщо ж ξ1 > 0,8, то вважаємо, що перший вузол приладу вийшов з ладу. Потім вибираємо випадкове число ξ2, порівнюємо його з 0,9. При ξ2 ( 0,9 вважаємо, що другий вузол приладу працює безвідмовно, при ξ2 > 0,9 фіксуємо відмову другого вузла приладу. І нарешті, вибравши випадкове число ξ3 і порівнявши його з 0,7, визначаємо при ξ3 ( 0,7, що третій вузол приладу працює безвідмовно, а при ξ3 > 0,7 фіксуємо відмову третього вузла приладу.

II спосіб. Розглянемо повну групу можливих станів приладів протягом часу t. Нехай Ai означає подію, що полягає в тому, що i-й вузол приладу працює безвідмовно протягом часу t (
[image: image200.wmf]3
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). Тоді, ураховуючи, що події Ai незалежні, можемо записати ймовірності, які відповідають можливим станам приладу:
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Тепер обчислимо 
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	l1 = 0,504
	l2 = 0,72
	l3 =0,776
	l4 = 0,8

	l5 = 0,926
	l6 = 0,98
	l7 =0,994
	l8 = 1


Потім вибираємо випадкове число ξi з рівномірним законом розподілу на інтервалі [0, 1] та порівнюємо ξi з одержаними lr. Нехай, наприклад, ξi = 0,68345, тоді виконується нерівність:

0,504 < 0,68345 < 0,72.


Отже, вважаємо, що відбулася подія, тобто перші два вузли за час t працюють безвідмовно, а третій вузол вийшов з ладу.

Задача 2. Два блоки агрегату пов’язані між собою. Ймовірність безвідмовної роботи першого блока протягом часу t дорівнює 0,9. Ймовірність безвідмовної роботи другого блока залежить від стану першого блока. Якщо перший блок не вийшов з ладу, то ймовірність безвідмовної роботи другого блока 0,8, а якщо вийшов з ладу, то 0,6. Скласти модель спільної роботи блоків протягом часу t.

Розв’язання.

I спосіб. Спочатку перевіряємо, як працює перший блок. Для цього вибираємо випадкове число 
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 з рівномірним законом розподілу і порівнюємо його з імовірністю безвідмовної роботи першого блока. Якщо 
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, то вважаємо, що перший блок працює безвідмовно; потім вибираємо випадкове число ξ2 і порівнюємо його з умовною ймовірністю безвідмовної роботи другого блока за умови безвідмовної роботи першого, тобто з 0,8. Якщо 
[image: image212.wmf]8

0

2

,

£

x

, то вважаємо, що другий блок працює безвідмовно, а якщо 
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, то вважаємо, що другий блок вийшов з ладу. Якщо ж виявилось, що 
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, то вважаємо, що перший блок вийшов з ладу, і в цьому випадку вибране друге випадкове число ξ2 порівнюємо з умовною ймовірністю безвідмовної роботи за умови, що перший блок вийшов з ладу, тобто з 0,6. Якщо 
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, то вважаємо, що другий блок працює безвідмовно, а якщо 
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, то фіксуємо відмову другого блока.
II спосіб. Як і в попередній задачі, складаємо повну групу несумісних подій: 
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, де Ai – ймовірність безвідмовної роботи i-го блоку протягом часу ti (
[image: image221.wmf]2
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). Ймовірності, які відповідають переліченим подіям, такі: 0,72; 0,18; 0,06; 0,04.

Подальша процедура абсолютно аналогічна до описаної в задачі 1.

Питання для самоперевірки

1. Принцип моделювання незалежних подій при сумісних випробуваннях.

2. Принцип моделювання залежних подій при сумісних випробуваннях.

3. Випадкові числа з квазірівномірним розподілом.
Лабораторна робота 7
Побудова моделі імітації неперервних випадкових величин
Мета роботи – ознайомитися з методами імітації неперервних випадкових величин; побудувати імітаційну модель отримання системи неперервних випадкових величин (СНВВ).
Короткі теоретичні відомості

Для імітації випадкових величин повинні бути задані функція розподілу або щільність імовірностей. Нагадаємо, що випадковою величиною називається змінна величина, яка залежно від результату випробування випадково набуває одного значення з множини можливих значень. Випадкова величина, яка може набувати всіх значень з деякого проміжку, називається неперервною випадковою величиною.

Нехай Х – неперервна випадкова величина з можливими значеннями з деякого інтервалу 
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 та х – дійсне число. Під виразом 
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 розуміємо подію «випадкова величина X набула значення, менше за x». Імовірність події 
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 є деяка функція змінної х:
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(7.1)

Функцією розподілу (інтегральною) неперервної випадкової величини Х називається функція 
[image: image226.wmf](
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, яка дорівнює ймовірності того, що Х набула значення, менше за х (7.1).

Властивості, які має функція 
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. Ця властивість випливає з того, що 
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 є ймовірність.

2. 
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 – неспадна функція, тобто якщо 
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3. Ймовірність попадання випадкової величини Х в півінтервал 
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 дорівнює різниці між значеннями функції розподілу в правому та лівому кінцях інтервалу
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(7.2)

4. Ймовірність того, що неперервна випадкова величина Х набуде будь-якого наперед заданого значення, дорівнює нулю: 
[image: image236.wmf](

)

0

1

=

=

x

X

P

.
5. Ймовірності попадання неперервної випадкової величини в інтервал, сегмент або півінтервал з одними й тими самими кінцями однакові.
6. Якщо можливі значення випадкової величини Х належать інтервалу 
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Щільністю ймовірностей неперервної випадкової величини Х називається функція f(x), що дорівнює похідній функції розподілу: f(x) = F′(x).

Теорема. Ймовірність попадання неперервної випадкової величини Х в інтервал (а, b) дорівнює визначеному інтегралу від її щільності ймовірностей, яка взята в межах від а до b:
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Замінюючи у формулі (7.3) а на -( та b на х, отримаємо:
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(7.4)

Формула (7.4) дає можливість відшукати функцію розподілу F(x) за її щільністю ймовірностей.

Метод оберненої функції. Цей метод використовує рівномірно розподілену на інтервалі 
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 випадкову величину ξ. Нехай потрібно отримати процедуру імітації неперервної випадкової величини Х. 

Теорема. Нехай 
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– функція розподілу випадкової величини Х, а ξ – випадкова величина, яка рівномірно розподілена на інтервалі
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. Тоді випадкова величина Х, що отримана як розв’язок рівняння
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буде мати функцію розподілу 
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 – функція, обернена по відношенню до 
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. Геометрична інтерпретація цієї теореми представлена на рис. 7.1.

З рисунка 7.1 видно, що, якщо взяти на осі ординат випадкове число ξ та знайти те значення випадкової величини Х, при якому 
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ξ (див. стрілку на рис. 7.1), то отримана випадкова величина Х буде мати функцію розподілу 
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Таким чином, кожен раз, коли необхідно отримати деяке значення випадкової величини Х із заданою функцією розподілу 
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, чинять так: отримують випадкову величину 
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 та за випадкову величину беруть Х, що обчислюється із рівняння (7.5). 

[image: image255.emf]   

F (x )  

F (x ) =  ξ  

1  

X   X  


Рис. 7.1. Функція розподілу
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випадкової величини Х

Метод оберненої функції імітації випадкових величин із заданим законом розподілу має обмежену сферу застосування в практиці моделювання. Це пояснюється такими обставинами: для багатьох законів розподілу неможливо отримати обернену функцію в явному вигляді; навіть для випадку, коли обернена функція існує в явному вигляді, формули для обчислення значень випадкових величин є громіздкими, що різко збільшує затрати машинного часу.

Тому в практиці моделювання частіше використовують наближені способи перетворення випадкових величин. Наприклад, метод кусково-лінійної апроксимації.
Метод кусково-лінійної апроксимації є достатньо універсальним наближеним способом перетворення випадкових чисел. Він заснований на кусково-лінійній апроксимації функції розподілу та припускає досить просту машинну реалізацію. При цьому в багатьох випадках забезпечує необхідну точність перетворення. Тому метод має велике застосування та використовується в мовах імітаційного моделювання.

Нехай потрібно побудувати процедуру імітації неперервної випадкової величини Х з заданим законом розподілу 
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Рис. 7.2. Кусково-лінійна апроксимація функції розподілу

Розіб’ємо вісь ординат функції розподілу на n частин та визначимо відповідні значення аргументів на осі абсцис. Значення аргументів знаходимо або з розв’язку рівняння (7.5), або, якщо оберненої функції не існує, використовуючи методи числового інтегрування, з формули:
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З’єднавши всі точки з координатами 
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, отримаємо кусково-лінійну апроксимацію функції 
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 (рис. 7.2).

Скористаємося методом оберненої функції для кожного інтервалу. Для цього отримаємо випадкову величину
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. Нехай значення ξ потрапило в і-й інтервал. Тоді випадкову величину х можна представити у вигляді:
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де (х – величина, яка визначається з подібності трикутників (рис.7.2):
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Таким чином, алгоритм реалізації методу кусково-лінійної апроксимації зводиться до послідовного виконання таких дій:

· генерується ξ;

· за допомогою ξ визначається інтервал 
[image: image265.wmf](
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;

· наступне значення х визначається за формулою (7.6).

Завдання на роботу

1. Відповідно до варіанта завдання, який видається викладачем, визначити для неперервної випадкової величини Х, що задана функцією щільністю ймовірностей 
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, значення константи С та записати вираз для моделювання Х за методом оберненої функції. 
2. Розробити модель імітації для отримання системи неперервних випадкових величин (СНВВ), що мають рівномірний розподіл на інтервалі 
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. (Створити програму імітації отримання СНВВ за допомогою мов програмування С++ або Turbo Pascal).

3. На основі СНВВ, у створеній програмі побудувати графік функції розподілу 
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4. Знайти ймовірність того, що неперервна випадкова величина Х набуде значення, яке належить інтервалу 
[image: image269.wmf][

]

b

,

a

.
Зразок розв’язання задачі

Задача. Неперервна випадкова величина Х задана функцією щільності ймовірностей:
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Визначити значення константи С та знайти функцію розподілу 
[image: image271.wmf](
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 методом оберненої функції. Отримати значення СНВВ та побудувати графік функції розподілу 
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. Знайти ймовірність того, що неперервна випадкова величина Х набуде значення, яке належить інтервалу 
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Розв’язання.

Для того щоб, знайти константу С, необхідно скористатися властивістю щільності ймовірностей
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Отже,
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Обчислимо інтеграл:
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У результаті отримаємо, що С=3.

Отже, функція щільності ймовірностей буде мати вигляд:
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Формула (7.4) дає можливість відшукати функцію розподілу F(x) за її щільністю ймовірностей. Спочатку обчислимо невизначений інтеграл:
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Якщо 
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Якщо 
[image: image283.wmf]e

x

 

1

£

£

, то 
[image: image284.wmf](

)

x

ln

dx

x

x

ln

dx

x

F

x

3

1

2

1

3

0

=

+

=

ò

ò

¥

-

.
Якщо 
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Отже, шукана функція розподілу має вигляд:
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Використовуючи метод оберненої функції, знайдемо формулу, за якою отримаємо СНВВ.

Прирівняємо знайдене значення цієї функції з випадковою величиною ξ:
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Розв’язуємо це рівняння відносно х:
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звідки 
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Склавши програму за допомогою мов програмування С++ або Turbo Pascal, отримаємо всі значення неперервної випадкової величини Х (табл. 7.1).

Таблиця 7.1

	ξ
	х

	0
	1,00

	0,05
	1,45

	0,1
	1,59

	0,15
	1,70

	0,2
	1,79

	0,25
	1,88

	0,3
	1,95

	0,35
	2,02

	0,4
	2,09

	0,45
	2,15

	0,5
	2,21

	0,55
	2,27

	0,6
	2,32

	0,65
	2,38

	0,7
	2,43

	0,75
	2,48

	0,8
	2,53

	0,85
	2,58

	0,9
	2,63

	0,95
	2,67

	1
	2,72


На основі отриманої СНВВ (табл. 7.1), будуємо графік функції розподілу 
[image: image291.wmf](

)

x

F

 випадкової величини Х:
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Рис. 7.2. Функція розподілу F(x) випадковоївеличини Х
Знайдемо ймовірність того, що в результаті експерименту Х набуде значення, яке належить інтервалу 
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Відповідно до формул (7.2)-(7.3) обчислюємо шукану ймовірність
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Питання для самоперевірки

1. Функція розподілу неперервної випадкової величини. Властивості.

2. Щільність імовірностей. Її зв’язок з функцією розподілу.

3. Метод оберненої функції для моделювання неперервних випадкових величин.

4. Метод кусково-лінійної апроксимації випадкових величин.

Лабораторна робота 8
Побудова моделі імітації дискретних випадкових величин
Мета роботи – ознайомитися з алгоритмом побудови ряду розподілу дискретних випадкових величин та його графічним зображенням; побудувати імітаційну модель отримання системи дискретних випадкових величин (СДВВ).
Короткі теоретичні відомості

Випадкова величина називається дискретною, якщо її часткові (можливі) значення можна занумерувати скінченною кількістю натуральних чисел від 1 до k або всіма натуральними числами.

Дискретна випадкова величина Х може бути задана: 1) рядом розподілу, 2) функцією розподілу.

Рядом розподілу називається сукупність усіх можливих значень хі та відповідні їм імовірності 
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. Ряд розподілу може бути задано у вигляді таблиці (табл. 8.1) або формули.

Таблиця 8.1

	Х
	х1
	х2
	…
	хn
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Ймовірності Рі задовольняють умову 
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 де число можливих значень n може бути скінченним або нескінченним.

Графічне зображення ряду розподілу називається многокутником розподілу. Для його побудови можливі значення випадкової величини 
[image: image298.wmf]i

x

 відкладаються по осі ох, а ймовірності 
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 – по осі оу; точки 
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з координатами 
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 з’єднуються лініями (рис. 8.1).
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Рис. 8.1. Многокутник розподілу

Функцією розподілу дискретної випадкової величини Х називається функція 
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, яка дорівнює ймовірності 
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 того, що випадкова величина Х буде менша від довільно вибраного значення х. Функція 
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 обчислюється за формулою:
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 під знаком суми вказує, що сумування поширюється на всі ті значення хі , які менші за х.
Геометрично функція розподілу виражає ймовірність попадання випадкової величини в півінтервал, що лежить на числовій осі лівіше від точки х (рис. 8.2).

Побудуємо графік функції розподілу для дискретної випадкової величини, що задана рядом розподілу у вигляді таблиці (табл. 8.1). 

1. Нехай 
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 Оскільки випадкова величина Х не набуває можливих значень, які знаходяться лівіше від точки х, то подія Х у цьому випадку неможлива та її ймовірність дорівнює нулю. 
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2. Нехай тепер 
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 При цьому випадкова величина Х набуває єдиного можливого значення х1, що знаходиться лівіше від х, з імовірністю Р1. Тому: 
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3. Нехай далі 
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 При цьому випадкова величина може набути або значення х1, або х2, що знаходиться лівіше від х. Використовуючи теорему додавання ймовірностей несумісних подій, отримаємо: 
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4. Для випадку 
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 аналогічно отримаємо:
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Нехай 
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 Тоді випадкова величина Х набуде одне з усіх можливих значень 
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. Ця подія достовірна, а, отже, її ймовірність дорівнює одиниці. Тому 
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Зобразимо отримані результати графічно (рис. 8.3).
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Рис. 8.3. Функція розподілу F(x) дискретної випадкової
величини Х

Отже, функція розподілу дискретної випадкової величини – це розривна ступінчаста ліня, стала між можливими значеннями випадкової величини. З побудови функції розподілу випливає, що розмір стрибка функції дорівнює ймовірності відповідного значення дискретної випадкової величини.

Завдання на роботу

1. Відповідно до варіанта завдання, який видається викладачем, побудувати ряд розподілу дискретної випадкової величини Х. 

2. Розробити модель імітації для отримання системи дискретних випадкових величин (СДВВ). (Створити програму імітації отримання СДВВ за допомогою мов програмування С++ або Turbo Pascal).

3. На основі СДВВ, у створеній програмі побудувати многокутник розподілу та графік функції розподілу F(x).
Зразок розв’язання задачі

Задача. Відбувається випробування надійності системи, яка складається з двох приладів, що працюють незалежно. Ймовірність виходу з ладу першого приладу дорівнює 0,1, а другого – 0,2. Побудувати ряд розподілу випадкової величини Х – кількості приладів, що відмовили.

Розв’язання. Випадкова величина Х набуває можливих значень: 0, 1, 2. Позначимо через g1 та g 2 ймовірності відмови першого та другого приладів, а через q1 та q2 – відповідно ймовірності їх нормальної роботи. За умовою задачі: 
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. За теоремами про множення та додавання ймовірності того, що випадкова величина Х набуде значення 0; 1 та 2 дорівнюють:
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Склавши програму за допомогою мов програмування С++ або Turbo Pascal, отримаємо ряд розподілу випадкової величини Х (табл. 8.2).

Таблиця 8.2

	Х
	0
	1
	2

	Р
	0,72
	0,26
	0,02


Для контролю обчислень у програмі перевіряється умова: 
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Побудуємо многокутник розподілу для ряду розподілу:
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Рис. 8.4. Многокутник розподілу випадкової величини Х

Засобами мов програмування С++ або Turbo Pascal побудуємо графік функції розподілу для дискретної випадкової величини, що задана рядом розподілу у вигляді таблиці (табл. 8.2). 

1. Нехай 
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 Оскільки випадкова величина Х не набуде можливих значень, які знаходяться лівіше від точки 
[image: image328.wmf]0
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, то подія Х у цьому випадку неможлива, а її ймовірність дорівнює нулю та
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2. Якщо 
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 то випадкова величина Х набуде єдиного можливого значення
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, що знаходиться лівіше від х, з імовірністю 
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3. Якщо 
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 то випадкова величина може набути або значення х1, або х2, що знаходиться лівіше від х. За теоремою про додавання ймовірностей несумісних подій, маємо: 
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4. Якщо 
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 то випадкова величина Х набуде одне з усіх можливих значень 
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. Ця подія достовірна, а, отже, її ймовірність дорівнює одиниці. Тому 
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Зобразимо отримані результати графічно (рис. 8.5).
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Рис. 8.5. Функція розподілу F(x) дискретної випадкової
величини Х
Питання для самоперевірки

1. Функція розподілу дискретної випадкової величини.

2. Графічне зображення ряду розподілу дискретної випадкової величини.

3. Алгоритм побудови графіка функції розподілу F(x) дискретної випадкової величини.

Модульні контрольні завдання 

Варіант модульного контрольного завдання визначається викладачем. Виконуючи модульне контрольне завдання студент повинен розкрити теми відповідно до варіанта.

Варіант 1

1. Що є основою імітаційної моделі?

2. Назвіть засоби імітації випадкових подій.

3. Неперервна випадкова величина Х задана функцією розподілу F(x). Знайти щільність розподілу f(x) та побудувати графік функції розподілу F(x).
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4. Дискретна випадкова величина Х задана таблицею:

	Хі
	3
	5
	7

	Рі
	0,35
	0,35
	0,3


Побудувати алгоритм моделювання випадкової величини Х. Побудувати графіки функцій розподілу та зворотної функції.
Варіант 2

1. Як можна умовно представити імітаційну модель?

2. Які співвідношення використовує змішаний метод?

3. Неперервна випадкова величина Х задана функцією розподілу F(x). Знайти щільність розподілу f(x) та побудувати графік функції розподілу F(x).
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4. Дискретна випадкова величина Х задана таблицею:

	Хі
	1
	5
	9

	Рі
	0,5
	0,15
	0,35


Побудувати алгоритм моделювання випадкової величини Х. Побудувати графіки функцій розподілу та зворотної функції.

Варіант 3

1. Побудуйте структуру імітаційної моделі.

2. На яких співвідношеннях засновано мультиплікативний метод?

3. Неперервна випадкова величина Х задана функцією розподілу F(x). Знайти щільність розподілу f(x) та побудувати графік функції розподілу F(x).
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4. Дискретна випадкова величина Х задана таблицею:

	Хі
	5
	7
	9

	Рі
	0,3
	0,3
	0,4


Побудувати алгоритм моделювання випадкової величини Х. Побудувати графіки функцій розподілу та зворотної функції.

Варіант 4

1. Яка мета імітаційного моделювання?

2. Опишіть основи методу зворотної функції.

3. Неперервна випадкова величина Х задана функцією розподілу F(x). Знайти щільність розподілу f(x) та побудувати графік функції розподілу F(x).
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4. Дискретна випадкова величина Х задана таблицею:

	Хі
	2
	6
	10

	Рі
	0,1
	0,7
	0,2


Побудувати алгоритм моделювання випадкової величини Х. Побудувати графіки функцій розподілу та зворотної функції.

Варіант 5

1. Які переваги методу імітаційного моделювання?

2. Наведіть геометричну інтерпретацію теореми, на якій засновано метод зворотної функції.

3. Неперервна випадкова величина Х задана функцією розподілу F(x). Знайти щільність розподілу f(x) та побудувати графік функції розподілу F(x).
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4. Дискретна випадкова величина Х задана таблицею:

	Хі
	3
	7
	11

	Рі
	0,4
	0,41
	0,19


Побудувати алгоритм моделювання випадкової величини Х. Побудувати графіки функцій розподілу та зворотної функції.
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			11500			0.00220738


			12000			0.0017750623


			12500			0.0014274144


			13000			0.0011478537


			13500			0.0009230453																					0.166


			14000			0.0007422659


			14500			0.0005968923


			15000			0.0004799903


			15500			0.0003859837


			16000			0.0003103884


			16500			0.0002495985


			17000			0.0002007143


			17500			0.0001614042


			18000			0.000129793


			18500			0.0001043729


			19000			0.0000839314


			19500			0.0000674933


			20000			0.0000542747


			20500			0.0000436449


			21000			0.000035097


			21500			0.0000282232


			22000			0.0000226957


			22500			0.0000182507


			23000			0.0000146763


			23500			0.0000118019


			24000			0.00000949


			24500			0.00000763


			25000			0.00000614


			25500			0.00000494


			26000			0.00000397


			26500			0.00000319


			27000			0.00000257


			27500			0.00000206


			28000			0.00000166


			28500			0.00000133


			29000			0.00000107


			29500			0.00000086


			30000			0.00000069


			30500			0.00000056


			31000			0.00000045


			31500			0.00000036


			32000			0.00000029


			32500			0.00000023


			33000			0.00000019


			33500			0.00000015


			34000			0.00000012


			34500			0.00000010


			35000			0.00000008


			35500			0.00000006


			36000			0.00000005


			36500			0.00000004


			37000			0.00000003


			37500			0.00000003


			38000			0.00000002


			38500			0.00000002


			39000			0.00000001


			39500			0.00000001


			40000			0.00000001


			40500			0.00000001


			41000			0.00000001


			41500			0.00000000


			42000			0.00000000


			42500			0.00000000
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B3
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В4


			Процесс поступления раствора в резервуар


			t			x


			0			0


			0.2			0.1176316825						t = 12			x=			2.7278461401


			0.4			0.2306509608


			0.6			0.3392386898


			0.8			0.4435686331


			1			0.5438077408


			1.2			0.6401164168


			1.4			0.7326487756


			1.6			0.8215528888


			1.8			0.9069710218


			2			0.9890398619


			2.2			1.0678907368


			2.4			1.1436498246


			2.6			1.2164383561


			2.8			1.2863728085


			3			1.3535650917


			3.2			1.4181227279


			3.4			1.4801490229


			3.6			1.5397432321


			3.8			1.597000719


			4			1.6520131076


			4.2			1.7048684297


			4.4			1.755651265


			4.6			1.8044428767


			4.8			1.8513213421


			5			1.8963616765


			5.2			1.9396359541


			5.4			1.9812134231


			5.6			2.0211606161


			5.8			2.0595414574


			6			2.0964173643


			6.2			2.1318473462


			6.4			2.1658880986


			6.6			2.1985940941


			6.8			2.2300176691


			7			2.2602091082


			7.2			2.289216724


			7.4			2.3170869348


			7.6			2.3438643391


			7.8			2.3695917864


			8			2.394310446


			8.2			2.4180598731


			8.4			2.4408780719


			8.6			2.4628015563


			8.8			2.4838654085


			9			2.5041033353


			9.2			2.5235477217


			9.4			2.5422296827


			9.6			2.5601791136


			9.8			2.5774247372


			10			2.5939941503


			10.2			2.6099138674


			10.4			2.6252093634


			10.6			2.6399051145


			10.8			2.6540246369


			11			2.6675905249


			11.2			2.6806244869


			11.4			2.6931473799


			11.6			2.7051792432


			11.8			2.7167393304


			12			2.7278461401
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В4
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Диаграмма5


			0


			5


			10


			15


			20


			25


			30


			35


			40


			45


			50


			55


			60


			65


			70


			75


			80


			85


			90


			95


			100


			105


			110


			115


			120


			125


			130


			135


			140


			145


			150


			155


			160


			165


			170


			175


			180


			185





100


87.2717132203


76.5685424949


67.5682846001


60


53.6358566101


48.2842712475


43.7841423001


40


36.8179283051


34.1421356237


31.89207115


30


28.4089641525


27.0710678119


25.946035575


25


24.2044820763


23.5355339059


22.9730177875


22.5


22.1022410381


21.767766953


21.4865088938


21.25


21.0511205191


20.8838834765


20.7432544469


20.625


20.5255602595


20.4419417382


20.3716272234


20.3125


20.2627801298


20.2209708691


20.1858136117


20.15625


20.1313900649





B5 (методичка)


			Задача об охлаждении тела


			t			q


			0			100						t = 500			q=			20


			5			87.2717132203


			10			76.5685424949


			15			67.5682846001


			20			60


			25			53.6358566101


			30			48.2842712475


			35			43.7841423001


			40			40


			45			36.8179283051


			50			34.1421356237


			55			31.89207115


			60			30


			65			28.4089641525


			70			27.0710678119


			75			25.946035575


			80			25


			85			24.2044820763


			90			23.5355339059


			95			22.9730177875


			100			22.5


			105			22.1022410381


			110			21.767766953


			115			21.4865088938																											500			8 1/3


			120			21.25																											60			1


			125			21.0511205191


			130			20.8838834765


			135			20.7432544469


			140			20.625


			145			20.5255602595


			150			20.4419417382


			155			20.3716272234


			160			20.3125


			165			20.2627801298


			170			20.2209708691


			175			20.1858136117


			180			20.15625


			185			20.1313900649


			500			20.0000023842
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B6


			Задача о концентрации раствора 1


			t			x


			0			10


			0.2			9.6116878124						t = 12			x=			2.0661157025


			0.4			9.2455621302


			0.6			8.8999644001


			0.8			8.573388203


			1			8.2644628099


			1.2			7.9719387755


			1.4			7.6946752847


			1.6			7.4316290131


			1.8			7.1818442976


			2			6.9444444444


			2.2			6.7186240258


			2.4			6.5036420395


			2.6			6.2988158226


			2.8			6.103515625


			3			5.9171597633


			3.2			5.7392102847


			3.4			5.56916908


			3.6			5.4065743945


			3.8			5.2509976896


			4			5.1020408163


			4.2			4.9593334656


			4.4			4.8225308642


			4.6			4.6913116907


			4.8			4.565376187


			5			4.4444444444


			5.2			4.3282548476


			5.4			4.2165626581


			5.6			4.1091387245


			5.8			4.0057683064


			6			3.90625


			6.2			3.8103947569


			6.4			3.7180249851


			6.6			3.6289737262


			6.8			3.5430839002


			7			3.4602076125


			7.2			3.3802055165


			7.4			3.302946228


			7.6			3.2283057851


			7.8			3.1561671506


			8			3.0864197531


			8.2			3.0189590629


			8.4			2.9536862004


			8.6			2.8905075731


			8.8			2.8293345405


			9			2.7700831025


			9.2			2.7126736111


			9.4			2.6570305027


			9.6			2.6030820491


			9.8			2.5507601265


			10			2.5


			10.2			2.4507401235


			10.4			2.4029219531


			10.6			2.3564897728


			10.8			2.3113905325


			11			2.2675736961


			11.2			2.2249911


			11.4			2.1835968207


			11.6			2.1433470508


			11.8			2.1041999832


			12			2.0661157025


			12.2			2.0290560831


			12.4			1.9929846939


			12.6			1.9578667084


			12.8			1.9236688212


			13			1.8903591682


			13.2			1.8579072533


			13.4			1.8262838776


			13.6			1.7954610744


			13.8			1.7654120472


			14			1.7361111111
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B6
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B7


			Задача о законе «естественного роста»


			t			x						n=			30			часы=			5


			0			30


			0.2			31.3477305343						t = 12			x=			418.9983049571


			0.4			32.7560069884


			0.6			34.2275493484


			0.8			35.7651997942


			1			37.3719281885


			1.2			39.0508378133


			1.4			40.8051713637


			1.6			42.6383172106


			1.8			44.5538159451


			2			46.5553672175


			2.2			48.646836882


			2.4			50.8322644641


			2.6			53.1158709624


			2.8			55.5020670008


			3			57.995461348


			3.2			60.6008698183


			3.4			63.3233245737


			3.6			66.1680838424


			3.8			69.1406420755


			4			72.2467405584


			4.2			75.4923785003


			4.4			78.8838246207


			4.6			82.4276292576


			4.8			86.1306370183


			5			90


			5.2			94.043191603


			5.4			98.2680209653


			5.6			102.6826480453


			5.8			107.2955993825


			6			112.1157845654


			6.2			117.15251344


			6.4			122.4155140912


			6.6			127.9149516317


			6.8			133.6614478354


			7			139.6661016524


			7.2			145.9405106459


			7.4			152.4967933923


			7.6			159.3476128871


			7.8			166.5062010024


			8			173.9863840439


			8.2			181.8026094549


			8.4			189.969973721


			8.6			198.5042515273


			8.8			207.4219262265


			9			216.7402216753


			9.2			226.4771355008


			9.4			236.6514738622


			9.6			247.2828877727


			9.8			258.391911055


			10			270


			10.2			282.1295748089


			10.4			294.8040628958


			10.6			308.047944136


			10.8			321.8867981476


			11			336.3473536962


			11.2			351.45754032


			11.4			367.2465422736


			11.6			383.7448548951


			11.8			400.9843435062


			12			418.9983049571
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B8


			Процесс работы фильтра


			t			y


			0			1000


			0.25			1000.01						t = 15			y=			1000.6


			0.5			1000.02


			0.75			1000.03


			1			1000.04


			1.25			1000.05


			1.5			1000.06


			1.75			1000.07


			2			1000.08


			2.25			1000.09


			2.5			1000.1


			2.75			1000.11


			3			1000.12


			3.25			1000.13


			3.5			1000.14


			3.75			1000.15


			4			1000.16


			4.25			1000.17


			4.5			1000.18


			4.75			1000.19


			5			1000.2


			5.25			1000.21


			5.5			1000.22


			5.75			1000.23


			6			1000.24


			6.25			1000.25


			6.5			1000.26


			6.75			1000.27


			7			1000.28


			7.25			1000.29


			7.5			1000.3


			7.75			1000.31


			8			1000.32


			8.25			1000.33


			8.5			1000.34


			8.75			1000.35


			9			1000.36


			9.25			1000.37


			9.5			1000.38


			9.75			1000.39


			10			1000.4


			10.25			1000.41


			10.5			1000.42


			10.75			1000.43


			11			1000.44


			11.25			1000.45


			11.5			1000.46


			11.75			1000.47


			12			1000.48


			12.25			1000.49


			12.5			1000.5


			12.75			1000.51


			13			1000.52


			13.25			1000.53


			13.5			1000.54


			13.75			1000.55


			14			1000.56


			14.25			1000.57


			14.5			1000.58


			14.75			1000.59


			15			1000.6





&RВариант 8





B8


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0


			0





0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0


0





B9


			Процесс поступления азота в сосуд


			t			y									90%=27л


			0			24


			1.725			24.0686047665						t = 105,225			y=			27.0589711497


			3.45			24.1364250974


			5.175			24.2034699619


			6.9			24.2697482269


			8.625			24.3352686577


			10.35			24.4000399195


			12.075			24.4640705785


			13.8			24.5273691027


			15.525			24.5899438635


			17.25			24.6518031366


			18.975			24.7129551027


			20.7			24.7734078495


			22.425			24.8331693719


			24.15			24.8922475734


			25.875			24.9506502671


			27.6			25.008385177


			29.325			25.0654599386


			31.05			25.1218821001


			32.775			25.1776591233


			34.5			25.232798385


			36.225			25.2873071773


			37.95			25.3411927091


			39.675			25.3944621068


			41.4			25.4471224154


			43.125			25.4991805994


			44.85			25.5506435434


			46.575			25.6015180535


			48.3			25.651810858


			50.025			25.7015286082


			51.75			25.7506778792


			53.475			25.7992651712


			55.2			25.8472969099


			56.925			25.8947794475


			58.65			25.9417190638


			60.375			25.9881219664


			62.1			26.0339942924


			63.825			26.0793421083


			65.55			26.1241714115


			67.275			26.1684881308


			69			26.212298127


			70.725			26.2556071941


			72.45			26.2984210598


			74.175			26.3407453862


			75.9			26.382585771


			77.625			26.4239477474


			79.35			26.4648367857


			81.075			26.5052582935


			82.8			26.5452176167


			84.525			26.5847200398


			86.25			26.6237707872


			87.975			26.6623750233


			89.7			26.7005378537


			91.425			26.7382643254


			93.15			26.7755594278


			94.875			26.8124280932


			96.6			26.8488751976


			98.325			26.8849055611


			100.05			26.9205239489


			101.775			26.9557350715


			103.5			26.9905435856


			105.225			27.0249540947


			106.95			27.0589711497
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B10


			Задача о радиоактивном распаде 2


			t			y


			0			100


			2			98.0198673307						t = 100			y=			36.7879441171


			4			96.0789439152


			6			94.1764533584


			8			92.3116346387


			10			90.4837418036


			12			88.6920436717


			14			86.9358235399


			16			85.2143788966


			18			83.5270211411


			20			81.8730753078


			22			80.2518797962


			24			78.6627861067


			26			77.1051585804


			28			75.5783741456


			30			74.0818220682


			32			72.6149037074


			34			71.1770322763


			36			69.7676326071


			38			68.3861409212


			40			67.0320046036


			42			65.7046819815


			44			64.4036421083


			46			63.1283645507


			48			61.8783391806


			50			60.6530659713


			52			59.452054797


			54			58.2748252374


			56			57.1209063849


			58			55.9898366565


			60			54.8811636094


			62			53.7944437595


			64			52.7292424043


			66			51.6851334492


			68			50.6616992366


			70			49.6585303791


			72			48.675225596


			74			47.7113915521


			76			46.766642701


			78			45.8406011305


			80			44.9328964117


			82			44.0431654506


			84			43.1710523429


			86			42.3162082318


			88			41.4782911682


			90			40.6569659741


			92			39.8519041085


			94			39.0627835359


			96			38.2892885975


			98			37.5311098851


			100			36.7879441171


			102			36.0594940173


			104			35.3454681959


			106			34.645581033


			108			33.9595525645


			110			33.2871083698
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B11


			Задача о концентрации раствора 2


			t			x			y


			0			10			0


			0.5			9.851119396			0.1477667909			t =			33.3			x=			3.68


			1			9.7044553355			0.2911336601									y=			3.68


			1.5			9.5599748183			0.4301988668


			2			9.4176453358			0.5650587202


			2.5			9.2774348633			0.6958076147


			3			9.1393118527			0.8225380667


			3.5			9.0032452259			0.9453407487


			4			8.8692043672			1.0643045241


			4.5			8.7371591169			1.1795164808


			5			8.6070797643			1.2910619646


			5.5			8.4789370409			1.3990246117


			6			8.3527021141			1.5034863805


			6.5			8.2283465806			1.6045275832


			7			8.1058424597			1.7022269165


			7.5			7.9851621876			1.7966614922


			8			7.8662786107			1.8879068666


			8.5			7.7491649796			1.9760370698


			9			7.6337949434			2.0611246347


			9.5			7.5201425432			2.1432406248


			10			7.4081822068			2.222454662


			10.5			7.2978887427			2.2988349539


			11			7.1892373343			2.3724483203


			11.5			7.0822035347			2.4433602195


			12			6.9767632607			2.5116347739


			12.5			6.8728927879			2.5773347955


			13			6.770568745			2.6405218105


			13.5			6.6697681086			2.701256084


			14			6.5704681982			2.7595966432


			14.5			6.4726466708			2.8156013018


			15			6.3762815162			2.8693266823


			15.5			6.2813510519			2.9208282391


			16			6.1878339181			2.9701602807


			16.5			6.095709073			3.0173759911


			17			6.0049557881			3.0625274519


			17.5			5.9155536437			3.1056656629


			18			5.8274825237			3.1468405628


			18.5			5.740722612			3.1861010496


			19			5.655254387			3.2234950006


			19.5			5.5710586181			3.2590692916


			20			5.4881163609			3.2928698166


			20.5			5.4064089531			3.3249415062


			21			5.3259180101			3.3553283463


			21.5			5.2466254211			3.3840733966


			22			5.1685133449			3.4112188076


			22.5			5.0915642061			3.4368058391


			23			5.0157606907			3.4608748766


			23.5			4.9410857426			3.4834654485


			24			4.8675225596			3.5046162429


			24.5			4.7950545897			3.5243651235


			25			4.7236655274			3.5427491456


			25.5			4.6533393097			3.559804572


			26			4.5840601131			3.5755668882


			26.5			4.5158123492			3.5900708176


			27			4.4485806622			3.6033503364


			27.5			4.3823499246			3.6154386878


			28			4.3171052343			3.6263683968


			28.5			4.2528319108			3.6361712838


			29			4.1895154925			3.6448784785


			29.5			4.1271417328			3.6525204335


			30			4.0656965974			3.6591269377


			30.5			4.0051662609			3.6647271287


			31			3.9455371037			3.6693495065


			31.5			3.886795709			3.673021945


			32			3.8289288598			3.6757717054


			32.5			3.7719235356			3.6776254472


			32.6			3.7606247217			3.6778909778


			32.7			3.7493597535			3.6781219181


			32.8			3.7381285295			3.678318473


			32.9			3.7269309486			3.6784808463


			33			3.7157669102			3.6786092411


			33.1			3.7046363137			3.6787038595


			33.2			3.693539059			3.6787649028


			33.3			3.6824750461			3.6787925711


			33.4			3.6714441756			3.6787870639


			33.5			3.660446348			3.6787485798


			34			3.6059494017			3.6780683898


			34.5			3.5522638092			3.6765930426


			35			3.4993774911			3.6743463657


			35.5			3.4472785477			3.6713516533


			36			3.3959552564			3.667631677


			36.5			3.3453960695			3.6632086961


			37			3.2955896108			3.6581044679									33.3333333333


			37.5			3.2465246736			3.6523402578


			38			3.1981902182			3.6459368487


			38.5			3.150575369			3.6389145512


			39			3.1036694127			3.6312932128


			39.5			3.057461795			3.6230922271


			40			3.0119421191			3.6143305429


			40.5			2.9671001429			3.6050266737


			41			2.9229257768			3.5951987055


			41.5			2.8794090813			3.5848643062


			42			2.836540265			3.5740407339


			42.5			2.7943096822			3.5627448448


			43			2.7527078309			3.5509931019


			43.5			2.7117253505			3.5388015823


			44			2.6713530197			3.5261859859


			44.5			2.6315817546			3.5131616423


			45			2.5924026065			3.4997435187


			45.5			2.5538067599			3.4859462272


			46			2.5157855306			3.4717840322


			46.5			2.4783303637			3.4572708573


			47			2.4414328315			3.4424202925


			47.5			2.4050846321			3.4272456007


			48			2.3692775868			3.411759725


			48.5			2.334003639			3.3959752948
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B12


			Задача о скорости размножения бактерий


			t			x


			0			100


			0.2			104.7294122821						t =			9			x=			800


			0.4			109.6824979695


			0.6			114.8698354997


			0.8			120.3025036082


			1			125.9921049895


			1.2			131.9507910773


			1.4			138.1912879968


			1.6			144.726923744


			1.8			151.571656651


			2			158.7401051968


			2.2			166.2475792286


			2.4			174.1101126592


			2.6			182.3444977116


			2.8			190.9683207821


			3			200


			3.2			209.4588245641


			3.4			219.3649959389


			3.6			229.7396709994


			3.8			240.6050072164


			4			251.984209979


			4.2			263.9015821546


			4.4			276.3825759936						t =			0			x=			100


			4.6			289.4538474881						t =			3			x=			200


			4.8			303.1433133021						t =			9			x=			800


			5			317.4802103936


			5.2			332.4951584571						В течение 9 ч количество бактерий увеличилось в 8 раз


			5.4			348.2202253184


			5.6			364.6889954233


			5.8			381.9366415642


			6			400


			6.2			418.9176491283


			6.4			438.7299918779


			6.6			459.4793419988


			6.8			481.2100144328


			7			503.9684199579


			7.2			527.8031643092


			7.4			552.7651519871


			7.6			578.9076949762


			7.8			606.2866266042


			8			634.9604207873


			8.2			664.9903169142


			8.4			696.4404506369


			8.6			729.3779908466


			8.8			763.8732831283


			9			800


			9.2			837.8352982565


			9.4			877.4599837557


			9.6			918.9586839976


			9.8			962.4200288657


			10			1007.9368399159


			10.2			1055.6063286183


			10.4			1105.5303039742


			10.6			1157.8153899523


			10.8			1212.5732532083


			11			1269.9208415746


			11.2			1329.9806338285


			11.4			1392.8809012738


			11.6			1458.7559816932


			11.8			1527.7465662567


			12			1600
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В5(кипение)


			t			q


			0			20


			0.2			20.5583791916


			0.4			21.1245530662


			0.6			21.6986304336


			0.8			22.2807216225


			1			22.8709385015


			1.2			23.469394501


			1.4			24.0762046351


			1.6			24.6914855229


			1.8			25.3153554118


			2			25.9479341999


			2.2			26.5893434587


			2.4			27.2397064572


			2.6			27.8991481848


			2.8			28.5677953758


			3			29.2457765338


			3.2			29.9332219561


			3.4			30.6302637588


			3.6			31.3370359025


			3.8			32.0536742177


			4			32.7803164309


			4.2			33.5171021914


			4.4			34.2641730979


			4.6			35.0216727256


			4.8			35.789746654


			5			36.5685424949


			5.2			37.3582099206


			5.4			38.1589006928


			5.6			38.9707686916


			5.8			39.7939699454


			6			40.6286626604


			6.2			41.4750072515


			6.4			42.3331663728


			6.6			43.2033049491


			6.8			44.0855902072


			7			44.9801917085


			7.2			45.8872813814


			7.4			46.8070335543


			7.6			47.739624989


			7.8			48.685234915
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