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Економіко-стохастичні моделі

2.1. РОЗРОБКА ТА ПРОЕКТУВАННЯ СИСТЕМ. 

МЕТОД ОПТИМАЛЬНОГО РОЗПОДІЛУ НАДІЙНОСТІ 

МІЖ ОКРЕМИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ СИСТЕМИ 
ЗА КРИТЕРІЄМ ВАРТОСТІ

В сучасних умовах надзвичайно ускладнилися всі типи систем, тому оцінка їх надійності є необхідною вже на стадії проектування та розробки.

Роботи з досягнення високої надійності обов’язково повинні починатися на ранніх стадіях розробки системи та продовжуватися на стадії її виробництва. Це набуває особливої ваги у випадку, коли розробка різних частин системи проводиться нарізно, 
різними інститутами, а виробництво її здійснюється на різних підприємствах. Якщо за цих умов не введені певні критерії надійності та не накладені певні обмеження на характеристики надійності окремих частин системи, то може бути сформоване помилкове судження про можливості системи, тобто про її закладе​ні в проекті тактико-технічні характеристики. Тому виникає задача встановлення вимог по надійності для окремих елементів та вузлів системи, що базуються на вимогах до надійності всієї системи. Ця задача має безліч розв’язків. Як з цієї нескінченної множини вибрати раціональний розв’язок, тобто в деякому сенсі оптимальний, — питання, що є сутністю поставленої тут задачі. Одному з можливих способів відповіді на нього присвячений зміст теоретичних досліджень даного розділу.

2.1.1. Загальна постановка задачі

Важливою проблемою початкового етапу розробки та конструювання складних систем є розрахунок оптимальних характеристик надійності кожного елемента системи, який випливав би з вимог до системи в цілому.

Термін «елемент» вживається в даній роботі в смислі відносної простоти порівняно з усією системою. Сам по собі елемент може бути також складною системою. Тут навіть доцільніше говорити про складну систему, створену своїми підсистемами.

Задача визначення допустимої ймовірності безвідмовної роботи того чи іншого елемента на основі встановлених вимог до надійності системи розв’язується неоднозначно. Кількість усіх можливих розв’язків становить теоретично (n – 1)-параметричну мно​жину, де n — число, рівне кількості елементів системи.

З’ясуємо це на прикладі. Припустимо, що система, яка складається з десяти елементів, повинна мати ймовірність безвідмовної роботи 95%, тобто з імовірністю 0,95 пропрацювати певний відрізок часу. Але характеристика надійності системи визначається параметрами надійності елементів. Якщо через X позначити функ​цію надійності системи, то в розглядуваному прикладі


X (x1, x2, ..., x10) = 95%, 
(2.1.1)

де xі — характеристики надійності i-го елемента (i = 1, 2, ..., 10). 

Таким чином, рівняння (2.1.1) є математичним записом тих вимог та обмежень, які накладаються на елементи систем. Але оскільки воно має десять змінних x1, x2, ..., x10, то значення дев’яти з них можна вибрати довільно, і лише надійність одного елемента доведеться розрахувати, виходячи з надійності системи та надійності вибраних дев’яти елементів. Користуючись рівністю (2.1.1), це можна записати так:

xj = X –1 (x1, x2, ..., xi, ..., xj-1, xj+1, ..., x10),

j = 1, 2, ..., 10; i = 1, 2, ..., j – 1, j + 1, ..., 10,

де хi — характеристика надійності i-го елемента з тієї дев’ятки, для кожного елемента якої довільно вибиралися вимоги по надійності; хj — розрахункова надійність j-го елемента. Довільність вибору значення надійності елемента тут розуміється не в математичному, а у фізичному смислі. Це означає, що значення xi вибирається з можливих допустимих значень надійності i-го елемента. Отже, xj є коренем рівняння (2.1.1), в якому всі хi при i ( j фіксовані і фігурують у рівнянні як параметри. Оскільки кількість цих параметрів дорівнює дев’яти, то кількість значень хj являє собою нескінченну 9-параметричну множину.

З прикладу випливає, що задача визначення вимог до надій-
ності кожного елемента системи, які грунтуються на вимогах до надійності всієї системи, має нескінченну множину розв’язків. Кожен з таких розв’язків має індивідуальні особливості — в 
певному сенсі свої недоліки та недосконалості й свої позитивні якості.

На практиці в більшості випадків цю проблему розв’язують наступним чином. Знаходять декілька розв’язків даної проблеми, а потім їх оцінюють. В залежності від досвіду конструктора знайдені розв’язки будуть різними, кожен з них матиме свої позитивні та негативні аспекти. У подальшому з побудованих розв’язків вибирають найкращий за уявленнями конструктора і у згоді з ним проектують систему. Але найкращий розв’язок з даної сукупності побудованих розв’язків ще не є найкращим з можливих, тобто оптимальним. Разом з тим під час розв’язування практичних задач інженери та конструктори досить часто мають задовольнятися лише цим наближеним, далеким від оптимального розв’язком.

Іноді всі зв’язки та функціональні залежності, які мають місце в даній проблемі, лінеаризують, а потім, з таким грубим припущенням, розв’язують задачу лінійного програмування. Але це не є виходом з проблеми, оскільки лінійні моделі не можуть чітко та адекватно описати ймовірнісні процеси надійності.

В наш час, коли з’являються все складніші системи, проблема оптимального розподілу вимог до елементів системи стає над​звичайно актуальною. За оптимального розв’язку цієї задачі доводиться враховувати багато факторів, що впливають і на надійність системи, і на сам розв’язок. Так, надійність системи залежить певною мірою від об’єму проведених під час констру​ювання дослідних робіт, розмірів системи, маси системи тощо.

На надійність системи також впливають інтервали допусків параметрів її елементів, контроль якості деталей під час виготовлення, типи й методи впровадження та багато інших факторів. Все це має прямий зв’язок з витратами коштів. При більших витратах коштів на деякий елемент для його розробки може бути залучена більша кількість людей, кращі спеціалісти, досконаліше обладнання, використана сировина вищої якості, досягнутий кращий контроль якості продукції, проведені якісніші випробовування системи, в тому числі на надійність. Таким чином, чим більше коштів буде вкладено в розробку та виробництво, тим вищу якість, включаючи надійність, матиме розроблювана система.

Отже, всі фактори, що впливають на підвищення надійності, відображаються досить великою мірою в одному — у витратах коштів на систему, тобто у вартості надійності системи. Тому дуже важливо вміти відшукати, ґрунтуючись на вимогах до системи, такий розв’язок задачі оптимального розподілу вимог до елементів системи зі всієї (n – 1)-параметричної множини можливих розв’язків, при якому витрата коштів на створення системи буде мінімальною. Інакше кажучи, потрібно розробити такий метод доцільного розподілу вимог до надійності елементів системи, реалізація якого забезпечувала б надійність системи, не нижчу за заданий рівень при мінімальних витратах на її створення.

Метод розв’язування даної задачі залежить до деякої міри від структури системи, способу з’єднання елементів у ній. Нижче розглядаються ці задачі оптимального розв’язку для основних способів з’єднання елементів. Будь-яка реальна система може бути описана або однією з розглядуваних нижче (§ 2.1.3—2.1.7) структур, або певною їх комбінацією. Загальною для всіх задач є залежність між надійністю і вартістю, що повинна бути використана, якщо критерієм оптимізації вибрана вартість. Тому спершу дослідимо вказану залежність і можливі способи її моделювання та формалізації.

2.1.2. Функція вартості. Її побудова і властивості.

Дослідження залежності вартості та надійності

Вище було показано, що всі фактори, які впливають на зростання надійності, в решті решт зводяться до тієї чи іншої кількості коштів, витрачених на систему, тобто до вартості системи. Витративши більше коштів на виготовлення деякого елемента, ми тим самим підвищимо його якість, у тому числі і надійність даного елемента.
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Рис. 2.1.1

Припустимо, що у виробництво деякого елемента вкладається певна кількість коштів. Відповідно до цих коштів елемент матиме певну надійність. Якщо збільшити кількість коштів вдвічі, то надійність елемента зросте. Із збільшенням кількості коштів втричі надійність знову зросте, але приріст її буде, взагалі кажучи, меншою порівняно з попереднім стрибком. Зоб​разивши це на графіку (рис. 2.1.1), де X — надійність, а С — вартість, одержимо зростаючу східчасту функцію, стрибки якої по мірі наближення надійності до одиниці весь час зменшуються. З графіка видно, що коли вкладається занадто багато коштів у виробництво даного елемента, то неминуче настане такий момент у цьому процесі, після якого істотному збільшенню коштів відповідатиме неістотний приріст надійності елемента. Це пояснюється тим, що надійність реального елемента не можна зробити рівною одиниці. Практично важливо оцінити те значення витрат, після якого одержується неістотний приріст надійності. Для цього необхідно більш тонко знати залежність між вартістю та надійністю елемента. Тому збільшимо кількість ланок ламаної лінії. Отримаємо нову східчасту криву (рис. 2.1.2). Потім ще збільшимо кількість ланок. Якщо цей процес продовжувати досить довго, то зрештою при граничному переході ламана лінія наближатиметься до кривої, що є обвідною всіх східчастих функцій (рис. 2.1.2). Ця крива (рис. 2.1.2 та 2.1.3) опише залежність між надійністю і вартістю елемента в будь-якій точці.
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Рис. 2.1.2
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Рис. 2.1.3

Для зручності умовимося у подальшому цю залежність називати функцією вартості. Кількісне значення даної функції відповідає витраті коштів, що виражається в гривнях, карбованцях 
чи інших одиницях, а її аргумент — надійність, тобто ймовірність безвідмовної роботи еле​мента протягом певного відрізка часу. Під час розв’язування практичних задач послуговуватися функцією вартості у вигляді емпіричної кривої, зоб​раженої на рис. 2.1.3, надто незручно, а інколи й неможливо. Тому поставимо за завдання побудувати аналітичну модель, що відображає емпіричну залежність, подану на рис. 2.1.3, тобто аналітичне співвідношення між надійністю та вартістю.

В літературі, наприклад [74, 106, 113, 119 та ін.], описані деякі аналітичні співвідношення між надійністю та вартістю. Однак кожне з цих співвідношень у сформульованому нами підході має певні недоліки. Ці недоліки зводяться переважно до наступних: невідповідність пропонованої математичної моделі всім логічним припущенням; складна математична структура, що утруднює, а подеколи унеможливлює використання такої залежності під час розв’язування практичних задач; неможливість апроксимації реальної, тобто емпіричної залежності вартості та надійності в потрібній області з достатнім ступенем точності. Деякі залежності мають недостатню кількість констант (наприклад, одну), що також впливає на точність апроксимації та рівень адекватності моделі реальному об’єктові. Все це призводить до необхідності побудови інших, досконалих моделей функції вартості, які досить строго й адекватнo описували б реальний процес зв’язку вартості й надійності та мали найменше недоліків.

Для цього дослідимо властивості функції вартості. Позначимо через С(х) функцію вартості елемента, аргумент якої х — ймовірність безвідмовної роботи цього елемента. Природно, що тоді областю визначення С(х) буде напівінтервал [0,1). Виходячи з фізичних значень С та х і з міркувань їхнього емпіричного зв’язку у вигляді графіка кривої С(х) (рис. 2.1.3), який являє собою суть ту саму емпіричну криву, що зображена й на рис. 2.1.2, неважко зробити висновок, що С(х) повинна мати такі властивості:

1) С(х) ( 0; 

(2.1.2)

2) С(х) — монотонно зростаюча функція.

Перша властивість (2.1.2) випливає з того очевидного факту, що вартість реально існуючого елемента завжди є величиною невід’ємною. Разом з тим, для того щоб підвищити надійність деякого елемента, необхідно витратити відповідні кошти. Отже, із збільшенням надійності елемента зростає і його вартість, що цілком забезпечує другу властивість (2.1.2).

З емпіричного зв’язку величин С та х випливає, що крім властивостей (2.1.2), будь-яка функція вартості С(х) повинна задовольняти граничні умови:
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 (2.1.3)

які також випливають з її фізичного змісту.

Дійсно, елемент, що є абсолютно ненадійним, тобто зовсім не працює, не являє ніякої цінності. Тому вартість його доцільно припустити рівною нулю, що цілком узгоджується з першою граничною умовою (2.1.3). З іншого боку, незважаючи на великі витрати, абсолютну надійність елемента все ж таки одержати неможливо. Досвід підказує, що чим менше ймовірність безвідмов​ної роботи елемента відрізняється від одиниці, тим більше капіталовкладень доведеться здійснити в його виробництво, і в граничному переході для забезпечення надійності елемента, умовно рівній одиниці, потрібно витратити умовно нескінченно велику кількість коштів. Цим і пояснюється друга гранична умова (2.1.3), що завжди має місце для емпіричного зв’язку вартості й надій​ності та яка повинна виконуватися для будь-якої аналітичної (чи іншого вигляду) моделі функції вартості.

Таким чином, ми показали, що якщо С(х) є функцією вартості, то вона необхідно має володіти властивостями (2.1.2) та задовольняти граничні умови (2.1.3).

Вигляд аналітичної моделі функції вартості (яку надалі будемо просто йменувати функцією вартості) та її константи повинні підбиратися так, щоб по можливості якнайкраще можна було апроксимувати реальну залежність вартості від надійності. Звернімо увагу на те, що залежність вартості від надійності, яка задовольняє сформульованим вище умовам, може бути апроксимована неперервною в проміжку [0,1) функцією наступного вигляду:
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Дійсно, ця функція відповідає необхідним логічним передумовам. На її користь свідчить і те, що вона математично нескладна. Разом з тим для неї виконуються властивості (2.1.2) та крайові умови (2.1.3). Крім того, дві константи функції вартості А і В забезпечують збіг її з емпіричною (реальною) залежністю щонайменше в двох 
точках. Підібравши певним чином ці константи, ми наблизимо поведінку кривої С(х) у вигляді (2.1.4) до реальної залежності між вартістю та надійністю. Досить важливо, щоб різниця між реальною кривою й С(х) мало відрізнялася від нуля в околі точки розв’язку задачі, оскільки це впливає на точність самого розв’язку. Тому параметри функції С(х), константи А та В повинні визначатися таким чином, щоб С(х) і реальна крива, по можливості, збігалися в області, що є околом точки розв’язку вихідної задачі. Наприклад, якщо ймовірність безвідмовної роботи системи повинна бути не меншою 0,95 і потрібно визначити функцію вартості С(х) для елемента, що під-
ключений у систему послідовно, то константи А і В повинні обчислюватись таким чином, щоб крива С(х) та реальна крива залежності вартості від надійності мало відрізнялися в інтервалі (0,95; 1). Поведінка кривої С(х) поза цим інтервалом не являє цікавості, оскіль-
ки значення С(х), яких вона набуває в інтервалі (0; 0,95), при розв’язуванні задачі не використовуються. 

Попередні розрахунки істотно звужують область існування розв’язку. Оскільки функція вартості С(х) має дві константи, то вона збігається з реальною кривою в області розв’язку як мінімум у двох точках. За існування достатньої статистики по вартості й надійності, розв’язуючи трансцендентні рівняння (2.1.4), можна обчислити такі значення констант А і В, які дадуть можливість з будь-яким наперед заданим ступенем точності апроксимувати реальну залежність вартості від надійності функцією вартості (2.1.4) в тому невеликому інтервалі, в який потраплятиме точка розв’язку задачі. Іншими словами, в околі точки розв’язку пропонована аналітична модель функції вартості дозволяє з достатнім ступенем точності апроксимувати реальну монотонно зростаючу криву вартості.

Під час знаходження методів оптимального розподілу вимог до елементів складної системи нижче буде використана залежність між вартістю та надійністю у вигляді (2.1.4). Якщо в певному випадку функцією вартості (2.1.4) з якихось міркувань не мож​на послуговуватись, то доцільно використовувати такі аналі​тичні моделі функції вартості:
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Обидва ці типи моделей функції вартості відповідають необхідним логічним припущенням і математично відносно прості. Разом з тим вони також володіють властивостями (2.1.2) та задовольняють граничним умовам (2.1.3). Крім того, пропонований нижче метод розв’язування задачі з використанням функції вартості (2.1.4) є цілком придатним і для функцій (2.1.5) та (2.1.6), а розроблений далі математичний апарат дозволяє експлуатацію всіх перелічених моделей.

Інколи виявляється, що функцію (2.1.5) зручно використовувати в припущенні експоненціального розподілу першої відмови. В цьому випадку можна скористатися таким критерієм надійності, як інтенсивність відмов, що відповідає заміні в функції (2.1.5) змінної знаменника на іншу змінну (. Тоді розв’язуватиметься задача оптимізації інтенсивності відмов елементів за інтенсивністю відмов системи з функцією вартості:
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Пропонована математична модель залежності вартості від надійності (2.1.4), одержана внаслідок аналізу емпіричної залежності, дає можливість більш строго сформулювати основну задачу, не прив’язуючись до конкретної структури. Це формулювання задачі зводиться до наступного.

Розглядається складна система, що містить n елементів. Позначимо характеристику надійності i-го елемента через xi (i = 1, 2, ..., n), а характеристику надійності системи — через Х.

Рівність виду (2.1.1), тобто


X = X (x1, x2, ..., xn), 
(2.1.7) 

що виражає характеристику надійності системи через характеристики надійнoсті її елементів, надалі називатимемо рівнянням надійності.

Нехай i-му елементу системи відповідає функція вартості
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де хi — ймовірність безвідмовної роботи i-го елемента; Аi та Вi — константи, що відповідають вартості i-го елемента (i = 1, 2, ..., n).

Вартість системи складається із суми вартостей окремих її елементів. Отже, функція вартості системи 
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 запишеться так:
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де 
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 — скорочене позначення n-вимірного вектора
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Потрібно знайти такі значення xi, i = 1, 2, ..., n, щоб при фіксованому значенні Х = Х* виконувалася рівність (2.1.7) і вартість системи (2.1.9) була би найменшою. Інакше кажучи, потрібно мінімізувати функцію вартості системи (2.1.9) при обмеженнях на змінні у вигляді (2.1.7), де Х = Х* і 


0 ( хi ( 1, i = 1, 2, ..., n. 
(2.1.10)

Записані обмеження (2.1.10) випливають з фізичного змісту характеристики надійності хi, що являє собою ймовірність безвідмовної роботи елемента протягом певного відрізка часу.

Рівняння надійності системи (2.1.7) набуває різного вигляду для систем з різною функціональною структурою. Тому доводиться розв’язувати сформульовану задачу окремо для різних систем, що мають неоднакове з’єднання елементів. Нижче розглянемо різні типові (з можливих структур) системи (у смислі з’єднання елементів) та для кожної з них знайдемо розв’язок задачі.

2.1.3. Модель оптимального розподілу надійності 
для систем з послідовним з’єднанням елементів

Розглянемо складну систему, що складається з послідовно з’єднаних n елементів (рис. 1.5).

Для i-го елемента цієї системи функція вартості набуває виду (2.1.8). Отже, вартість усієї системи запишеться так:
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(2.1.11)

Система повинна мати надійність, що дорівнює Х*. Оскільки з’єднання елементів у ній послідовне, то на підставі відомих теорем теорії ймовірностей вираз для ймовірності безвідмовної роботи системи (2.1.7) в цьому випадку набуває вигляду
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Для мінімізації вартості системи потрібно знайти мінімум функції (2.1.11) при обмеженнях на змінні хi у вигляді (2.1.12) та (2.1.10). Це еквівалентно знаходженню умовного екстремуму функції (2.1.11) при рівнянні зв’язку (2.1.12) між змінними та при граничних умовах (2.1.10).

Для знаходження умовного екстремуму скористаємось методом невизначених множників Лагранжа [70].

Будуємо функцію Лагранжа:
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При побудові її граничні умови (2.1.10) не враховуються. Це пояснюється тим, що розв’язок задачі лише за обмеження (2.1.12) міститься всередині інтервалу (0, 1), так що умови (2.1.10) виконуються автоматично. Обгрунтування та строге доведення цього факту наводиться нижче, у § 2.1.8.

Знаходимо частинні похідні функції Лагранжа по змінних хi та прирівнюємо їх до нуля. Дістанемо систему n рівнянь:
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(2.1.13)

Одержані n рівнянь (2.1.13) містять (n +  1) невідоме (n змінних величин хi та змінну (). Система (2.1.13) у сукупності зі співвідношенням (2.1.12) забезпечує необхідну кількість рівнянь для одержання її єдиного розв’язку (доведення існування та єдиності розв’язку наводиться у § 2.1.8). Для знаходження цього розв’язку систему (2.1.13) перепишемо в наступному вигляді:
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,   i = 1, 2, ..., n.

Оскільки величина, що стоїть зліва в кожному рівнянні, одна й та сама, то співвідношення в правих частинах цих рівнянь будуть також збігатися. Прирівнюємо два з них (наприклад, перше та i-е, i = 2, 3, ..., n), одержуємо еквівалентну систему:
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i = 2, 3, ..., n,

яку після нескладних перетворень можна подати у вигляді:
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(2.1.14)

i = 2, 3, ..., n.

Рівняння (2.1.14) разом з рівнянням надійності (2.1.12) являє собою систему n рівнянь з n невідомими. Розв’язати цю систему можна на електронних обчислювальних машинах, користуючись чисельними методами. При цьому схема алгоритму, що реалізує систему (2.1.14), має такий вигляд.

Для знаходження оптимального розв’язку вихідної задачі за критерієм вартості, що еквівалентно знаходженню розв’язку одержаної системи трансцендентних рівнянь (2.1.14), визначаємо спочатку наближення значення невідомої х1. Її перше можливе наближення х1(1) може бути обчислене за формулою:


[image: image22.wmf])

1

(

1

x

X

n

=

*


або вибране довільно.

Решту значень хi, i = 2, 3, ..., n за наближенням x1(1) визначаємо із рівнянь (2.1.14) наступним чином. Ліву та праву частини i-го (i = 2, 3, ..., n) рівняння можна розглядати як функції однієї змінної xi. Тоді визначення першого наближення xi зводиться до знаходження точки перетину кривих, які подають функції, що стоять зліва та справа в i-му рівнянні. Доведення існування такої точки та її єдиності наводиться в § 2.1.8; там же дається строге доведення методу розв’язку системи рівнянь (2.1.12) та (2.1.14), який викорис​товується тут і в наступних параграфах даної глави. Обчислення точки перетину цих кривих за допомогою ЕОМ проводиться з будь-яким достатнім рівнем точності. Слід, однак, пам’ятати, що цей рівень не може перевищити рівень точності вихідних даних. Сама постановка навіть подібного питання була б некоректною. Таким чином, за першим наближенням x1(1) значення надійності x1 обчислюються перші наближення xi(1) для всіх значень xi, i = 2, 3, ..., n. Знайдені таким чином значення величин x1(1), xi(1), i = 2, 3, ..., n підставляємо в рівняння надійності (2.1.12) і обчислюємо перше наближення для характеристики надійності системи Х(1):
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Якщо Х(1) не відповідає з достатнім рівнем точності необхідній вихідній величині Х*, знаходимо її друге наближення Х(2). Для цього спочатку обчислюємо друге наближення для значення надійності х1 першого елемента, тобто х1(2). При цьому вдаємося до наступного правила: якщо X* ( X(1), то беремо x1(2) ( x1(1), і навпаки, якщо X* ( X(1), то беремо x1(2) ( x1(1).

Правило ж це випливає з монотонності функції надійності системи по будь-якому зі своїх аргументів. Оскільки за варіюючий параметр надійності елементів системи обрано значення x1(1) першого елемента, продиференціюємо функцію (2.1.12) саме по невідомій x1:
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В силу фізичного змісту значень xi, i = 2, 3, ..., n очевидно, що значення похідної Х' ( 0. Це свідчить про неспадання функції надійності системи і необхідності збільшення аргументу x1 для відповідного збільшення значення функції X(2) > X(1).

Приріст з початку варіювання змінної x1, а саме 
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 можна брати будь-яким, але таким, щоб він не виводив значення x1(2) з області допустимих значень для x1, тобто з інтервалу (X*, 1). У подальшому цей приріст можна половинити для точнішого наближення до шуканого значення X* надійності складної системи. 

У випадку, коли після k-го кроку (досить часто k = 2, рідше k =  3 і т.д.) виявиться, що X* лежить між (k – 1)-м та k-м наближеннями, тобто X(k – 1) ( X* ( X(k) або X(k) ( X* ( X (k-1), то наступне (k + 1)-е наближення х1 знаходиться шляхом лінійної інтерполяції:
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де 
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Обчислювальну процедуру наближень значень X(k) до значення X* продовжуємо, доки вони не будуть збігатися з необхідним рівнем точності. Цей обчислювальний процес збігається досить швидко. Відбувається збіжність у результаті монотонності функцій X(k). Тому шуканий розв’язок досягається декількома кроками. Досвід показує, що при розв’язуванні задачі, хід якої дозволяє не змінювати константи Ai і Bi функцій вартості окремих елементів у процесі обчислень, уже на 8—9-му кроці наближення X(k) збігається з X* з точністю до 0,05—0,1%.

Детальніше викладення та пояснення способу розв’язування системи трансцендентних рівнянь (2.1.14) наводиться у § 2.1.8.

2.1.4. Модель оптимізації надійності для систем 
з послідовним з’єднанням задубльованих елементів

Розглянемо складну систему, що складається з n різних елементів (рис. 2.1.4). Елементи між собою мають послідовне з’єднання, але кожен з них зарезервований. Резервування здійснюється лише ідентичними елементами, причому i-й елемент має кількість резерву, що дорівнює si – 1.

Оскільки елементи в системі зарезервовані, то, незважаючи на їхнє послідовне з’єднання, рівняння надійності (2.1.7) в цьому випадку відрізнятиметься від рівняння (2.1.12). Це, очевидно, випливає з основних теорем теорії ймовірностей. Отже, оптимальний розподіл вимог по надійності до елементів даної системи не описуватиметься моделлю трансцендентних рівнянь, виведених у § 2.1.3. Для такої системи виникає необхідність будувати свою математичну модель.
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Рис. 2.1.4

Вважаємо, що функція вартості Ci(xi) елемента записується в такому ж, як і раніше, вигляді (2.1.8). Вартість розглядуваної системи залежатиме і від кількості елементів, і від кількості резерву кожного елемента. Оскільки всі елементи резервів однакові, то вартість системи можна записати сумою відповідних добутків:
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де параметри Ai, Bi, xi мають ту саму сутність, що і раніше, а si — кількість елементів у резервованих блоках, включаючи основний елемент.

В результаті резервування елементів системи рівняння (2.1.7), яке описує надійність системи, зміниться порівняно з (2.1.12) і як таке, що являє обмеження для змінних хi (i = 1, 2, ..., n), дещо ускладниться:
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Міркуючи аналогічно до викладок попереднього параграфа, доходимо висновку, що визначення оптимального набору значень хi (i = 1, 2, ..., n) надійності окремих елементів при мінімальній вартості системи зводиться до знаходження екстремуму функції (2.1.17) з обмеженнями (2.1.10) та (2.1.18). Знову скорис​таємося методом невизначених множників Лагранжа. 

Побудова функції Лагранжа, що відповідає функції вартості (2.1.17) та обмеженню (2.1.18), добавляє до невідомих змінних хi змодельованої функції вартості невідому (, але лише одну, оскільки обмеження у вигляді нерівностей (2.1.10) ми свідомо не включаємо до функції
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Диференціюючи її по всіх змінних xi, знаходимо частинні похідні. Прирівнюємо їх до нуля і в результаті одержуємо систему рівнянь:
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i = 1, 2, ..., n.

Рівняння слід перетворити до зручного виду, виокремивши в їхніх лівих частинах однакові множники ( зі своїми змінними коефіцієнтами:
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i = 1, 2, ..., n.

Оскільки ліві частини всіх рівнянь системи (2.1.19) тотожні, то праві теж мають збігатися. Прирівняємо праву частину першого рівняння до правої частини i-го (i = 2, 3, ..., n), одержимо систему з (n – 1)-го рівняння з n невідомими:
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(2.1.20)

i = 2, 3, ..., n.

Всі рівняння одержаної системи є трансцендентними. Вдобавок ми втратили одне рівняння за рахунок виключення ідентичних лівих частин, і система (2.1.20) стала неповною.

Доповнюючи систему (2.1.20) рівнянням надійності (2.1.18), одержуємо повну систему n рівнянь з n невідомими. Розв’язати трансцендентну систему можливо лише чисельними методами. І хоча вона суттєво складніша за систему попереднього параграфа, виконання цього завдання із застосуванням сучасної електронно-обчислювальної техніки не являє особливих проблем. 

Знаходимо спочатку з практичних міркувань (або вибираємо довільно) перше наближення значення надійності 
[image: image35.wmf])
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 першого основного елемента системи. Потім застосовуємо обчислювальну процедуру, описану в § 2.1.3, для розв’язування системи (2.1.14). Вона повністю застосована і в даному випадку, оскільки система рівнянь (2.1.20) має ті самі принципові властивості, що й рівняння (2.1.14). Крім того, обмеження (2.1.18) являє собою монотонно зростаючу функцію в проміжку (0, 1) по всіх змінних xi, 
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, тому застосовується процедура наближень, яка грунтується на інтерполюванні (2.1.15) і (2.1.16). Виконання обмежень у вигляді нерівностей (2.1.10) випливає з процесу розв’язування трансцендентних рівнянь, що буде продемонстровано далі.

Отже, знаходимо розв’язок системи рівнянь (2.1.20), тобто оптимальний набір чисел xi, i = 1, 2, ..., n. Цей набір і визначатиме оптимальний розподіл вимог до елементів системи із задубльованими елементами.

2.1.5. Модель для систем 
з послідовним з’єднанням елементів, 
що зарезервовані неідентичними елементами

Нехай система, як і раніше, складається з n різних елементів, з’єднаних послідовно, й кожен елемент має резерв (рис. 2.1.4). Але тепер резервування здійснюється неідентичними елементами. Кількість резерву i-го (i = 1, 2, ..., n) елемента системи дорівнює si – 1.

В розглядуваному випадку елементи резерву функціонально однакові, але технічно різні, а отже, мають і різні характеристики надійності. Позначимо характеристику надійності ji-го (ji = 1, 2, ..., si) елемента з резерву i-го (i = 1, 2, ..., n) елемента через 
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, а характеристику надійності системи, як і вище, — через Х. Функція вартості елемента теж нехай має аналогічний попередньому (2.1.8) вигляд:
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 i = 1, 2, ..., n; ji = 1, 2, ..., si,

де 
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 та 
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 — константи (параметри) функції вартості відповід​ного елемента.

Функцію вартості всієї системи можна подати через функції вартості її елементів наступним чином:
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або компактніше
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Елементи системи зарезервовані, як і в попередньому параграфі. Але елементи резерву є технічно різними. Тому рівняння (2.1.7), що описує надійність системи, повинне врахувати неоднаковість множників, які задають надійність резервних елементів:
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Одержане рівняння випливає з відомих теорем добутку ймовірностей для незалежних подій. Як бачимо, порівняно з розглянутим раніше, для систем даного типу змінився як вигляд функції вартості системи 
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, так і рівняння надійності (2.1.22). Тому для розв’язання задачі оптимального розподілу вимог по надійності до елементів такої системи попередні моделі не годяться. 

Побудуємо математичну модель оптимізації надійності для систем розглядуваного типу. Для цього потрібно обчислити мінімум функції вартості (2.1.21) при обмеженнях на змінні 
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 у вигляді рівняння надійності (2.1.22) та нерівностей, аналогічних обмеженням (2.1.10):


0 ( 
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( 1, i = 1, 2, ..., n; ji = 1, 2, ..., si. 
(2.1.23)

Це рівнозначно знаходженню умовного екстремуму функції (2.1.21) з рівнянням зв’язку (2.1.22) та обмеженнями (2.1.23).

І знову використовуємо метод невизначених множників Лагранжа. Функція Лагранжа у випадку розглядуваної задачі має вигляд:
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Будуючи функцію Лагранжа, ми не враховували обмежень (2.1.23), оскільки вони виконуються автоматично, якщо виконується обмеження (2.1.22), а воно у функції Лагранжа присутнє. Доведення та обгрунтування цього факту буде наведено нижче, у § 2.1.8.

Надалі знаходимо частинні похідні від функції Лагранжа по всіх змінних 
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, i = 1, 2, ..., n; ji = 1, 2, ..., si та прирівнюємо їх 
до нуля:
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(2.1.24)

Одержали систему з кількістю рівнянь 
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, оскільки крім невідомих 
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, до неї входить невідома (. Щоб одержати необхідну кількість 
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 рівнянь для забезпечення єдиності розв’язку системи її повнотою, долучимо до системи рівняння надійності (2.1.22). Факт існування та єдиності розв’язку одержаної системи доводиться пізніше, в § 2.1.8. А зараз наведемо її розв’язок. Для цього виконаємо з рівняннями системи нескладні перетворення з метою виокремлення в їхні ліві частини змінної ( разом з коефіцієнтом-добутком, поданим через усю сукупність змінних xij:
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(2.1.25)

i = 1, 2, ..., n; ji = 1, 2, ..., si.

Величини, що стоять в лівих частинах рівнянь (2.1.25), є однаковими, тому праві частини цих рівнянь також мусять бути однаковими, і їх можна прирівняти одну до одної. Скористаємось цим спершу для того, щоб оптимізувати надійність резерву деякого основного елемента системи. Вибір цього основного елемента проведемо так. Будемо вважати всі параметри 
[image: image55.wmf]i

ij

B

, i = 1, 2, ..., n, ji = 1, 2, ..., si не лише додатними, а й більшими за одиницю. Якщо якийсь з параметрів не задовольняє цій вимозі, то змінюємо його на одиницю. Можливість такої поступки рівнем адекватності математичної моделі та її наслідки будуть обгрунтовані трохи нижче. Проглянемо параметри Ai1 та Bi1, i = 1, 2, ..., n всіх основних елементів системи та виберемо той з них, припустимо (k1)-й, характеристики якого задовольняють наступним вимогам:
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(2.1.26)

i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n.

Таких елементів не може бути більше одного, хоча би внаслідок перших нерівностей системи (2.1.26). Але може статися так, що жоден з основних елементів складної системи не може задовольнити всім нерівностям (2.1.26). В цьому випадку виберемо елемент, нехай (k1)-й, який задовольняв би найбільшій кількості обмежень системи нерівностей. Виконання сукупності решти обмежень (2.1.26) досягатимемо варіюванням змінної Bk1, збільшуючи її значення для задоволення всіх перших нерівностей і змінної xk1, відповідно послаблюючи до неї вимоги і враховуючи це в майбутньому при складанні алгоритму обчислень.

За різних обставин може статися так, що з міркувань доцільності або технічних можливостей ми не зможемо достатньо вільно варіювати змінною xk1 для досягнення виконання всіх інших нерівностей системи (2.1.26). Цього ускладнення можна уникнути двома шляхами.

По-перше, ми можемо збільшувати параметр Ak1 функції вартості елемента, доки він не набуде потрібного нам значення. При цьому ми поступаємось адекватністю функції вартості Ck1(xk1) елемента. Але таку поступку варто зробити задля можливості подальшого розв’язання системи, тим більше що поступка ця — тимчасова. Адже, як буде показано пізніше, система трансцендент​них рівнянь (2.1.25) має єдиний розв’язок, який за допомогою послідовних ітерацій можна знайти із заданим рівнем точності. Тому зміна константи функції вартості в межах заданої точності призведе до необхідності проведення більшої кількості ітерацій. А за допомогою збільшення кількості останніх ми надолужимо втрачену адекватність функції Ck1(xk1) до реальної ситуації.

По-друге, якщо навіть неможливо або з якихось причин небажано змінити константу Ak1 в межах заданої точності, чи ми вважаємо, що дана зміна нас не влаштовує, ми можемо варіювати іншими константами Ai1, i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n, змінюючи їх так, щоб множина других нерівностей системи (2.1.26) повністю задовольнялася. Зрозуміло, що при зміні кількох параметрів Ai1 декількох функцій вартостей елементів величина кожної зміни буде меншою, ніж при варіюванні єдиного числа Ak1. Постраждають рівні адекватності функцій вартості кількох елементів системи, але величини цих рівнів будуть менші, а отже, менша і кількість ітерацій для досягнення заданої точності розв’язку задачі. Але об’єм обчислень, пов’язаних зі зміною констант окремих функцій вартостей, зростає.

Як бачимо, в кожному з трьох розглянутих випадків є свої переваги й свої недоліки. Тому бажаного результату можна досягти, комбінуючи зміни з усіх трьох ситуацій одночасно.

Отже, нехай поставленої мети досягнуто, і один з основних елементів з індексами k1 задовольняє всім вимогам системи (2.1.26). Переходимо до оптимізації надійності резерву цього елемента. Для цього проглядаємо параметри 
[image: image57.wmf],
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 jk = 1, 2, ..., sk функцій вартості всіх елементів резерву. Зупинимось на тому (kmk)-му елементі, характеристики якого задовольняють наступній системі обмежень:
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(2.1.27)

jk = 1, 2, ..., mk – 1, mk + 1, ..., sk.

Вибір цього елемента ми щойно описали.

В системі (2.1.25) прирівняємо тепер праві частини (kmk)-го рівняння та будь-якого іншого рівняння, що відповідає одному з елементів резерву (k1)-го елемента, тобто біжучого рівняння резерву. Це буде одне з рівнянь, у якого перший індекс дорівнює k, а другий — біжучий jk = 1, 2, ..., mk –1, mk + 1, ..., sk. Одержимо підсистему (k1)-го основного елемента системи:
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jk = 1, 2, ..., mk – 1, mk + 1, ..., sk.

Спростимо підсистему, згрупувавши в ній функції одного типу відповідно в різних частинах рівнянь, що є зручнішим для розв’язування та подальшого дослідження:
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(2.1.28)

jk = 1, 2, ..., mk – 1, mk + 1, ..., sk.

Система рівнянь (2.1.28) містить (sk – 1)-е рівняння та sk невідомих. Але з долученим до неї рівнянням системи (2.1.25), яке містить у лівій частині змінну ( разом з її змінним коефіцієнтом-добутком, вона утворює повну систему рівнянь. Єдиний розв’я​зок цієї системи трансцендентних рівнянь можна знайти лише чисельними методами і з сучасним розвитком обчислювальної техніки не виглядає дуже складним завданням. Процедуру ж обчислень слід розпочати, надаючи змінній 
[image: image62.wmf]k
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певного доцільного наближення 
[image: image63.wmf])
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(

k
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x

, яке враховувало б множину других обмежень (2.1.27). Це перше наближення відіграє роль варіюючого параметра всієї системи трансцендентних рівнянь (2.1.25), а підсистема (k1)-го основного елемента системи (2.1.28) дає можливість подати перші наближення 
[image: image64.wmf])
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, jk = 1, 2, ..., mk – 1, mk + 1, ..., sk надійності всіх елементів його резерву. Таким чином знайдемо перші наближення 
[image: image65.wmf])
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, jk = 1, 2, ..., sk..

Далі переходимо до обчислення перших наближень оптимальних значень надійності інших елементів системи та їх резервів. Для цього в системі рівнянь (2.1.25) прирівняємо праві частини (kmk)-го рівняння та рівняння, що відповідає ji-му елементу в резерві i-го елемента (i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, …, n; ji = 1, 2, ..., si). Утворюється система


[image: image66.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

,

1

exp

1

1

1

1

1

1

1

exp

1

1

1

1

1

1

2

1

1

2

1

1

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

ij

ij

ij

ij

ij

s

p

ip

s

j

ij

ij

ij

km

km

km

km

km

s

p

kp

s

j

kj

km

km

x

B

x

x

B

x

x

x

A

x

B

x

x

B

x

x

x

A

-

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

+

Õ

-

ú

û

ù

ê

ë

é

Õ

-

-

-

=

=

-

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

+

Õ

-

ú

û

ù

ê

ë

é

Õ

-

-

-

=

=

=

=


(2.1.29)

i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, n; ji = 1, 2, ..., si.
Ліві частини її рівнянь є однаковими та за обчислених перших наближень 
[image: image67.wmf])

1
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(jk = 1, 2, ..., sk) набувають цілком конкретного значення, яке позначимо через D(k):
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Множина рівнянь (2.1.29) запишеться простіше:
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(2.1.30)

i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n; ji = 1, 2, ..., si .

З цієї множини рівнянь випишемо підсистему для обчислення оптимальних значень надійності елементів резерву i-го (i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n) елемента системи. Для цього достатньо зафіксувати вказаний індекс і.

Ліві частини рівнянь (2.1.30) дорівнюють обчисленій величині D(k), тому можемо прирівняти їхні праві частини. Вибір рівнянь, праві частини яких потрібно прирівнювати, здійснюється за елементами кожного резерву окремо аналогічно вибору елемента kmk. Тобто при фіксованому значенні першого індексу i параметри вибраного в кожному резерві елемента ihi повинні задовольняти систему обмежень
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(2.1.31)

i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n; ji = 1, 2, ..., hi – 1, hi + 1, ..., si.

Значення надійності 
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при кожному фіксованому значені i, i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n є варіюючими параметрами у своїх резервах. Друге рівняння кожного резерву, вибране із системи (2.1.30) для порівняння, має бути біжучим з індексами iji, ji = 1, 2, ..., hi – 1, hi + 1, ..., si. Тоді при фіксованому значенні і матимемо:
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або після спрощення й зведення підсистеми до звичного виду



[image: image73.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

+

-

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

+

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

2

2

1

1

1

1

1

1

1

1

exp

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

ih

ih

ih

ih

ij

ij

ij

ij

ih

ij

ij

ij

ih

ih

x

x

B

x

x

x

B

x

A

A

x

B

x

B

,
(2.1.32)

ji = 1, 2, ..., hi – 1, hi + 1, ..., si.

Підсистема рівнянь (2.1.32) є неповною, бо містить si невідомих, але si – 1 рівнянь. Тому доповнимо її рівнянням зв’язку, теж взятим із множини рівнянь (2.1.30):
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.  (2.1.33)

Розв’язуємо кожну із систем (2.1.32), (2.1.33) аналогічно розв’язаній вище системі (2.1.28) чисельними методами. Визначимо спочатку наближене значення невідомої 
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з доцільних міркувань, враховуючи систему обмежень (2.1.31). Перше її мож​ливе наближення позначимо 
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 (ji = 1, 2, ..., hi – 1, hi + 1, ..., si) визначимо за значенням 
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 з підсистеми рівнянь (1.1.32). Знайдені значення величин 
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(ji = 1, 2, ..., si) для всіх елементів резерву, враховуючи основний, підставимо у рівняння зв’язку (2.1.33) та обчислимо перше наближення D(i1) для величини D(k):
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i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n.

Якщо одержане значення D(i1) не збігається з необхідним рівнем точності з обчисленим раніше значенням D(k), то знаходимо друге наближення D(i2). Для цього спершу обчислимо друге наближення величини 
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, тобто 
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. При цьому, якщо D(k) > D(i1), то вибираємо 
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, і навпаки, якщо D(k) < D(i1), то беремо 
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. Обгрунтування вибору буде проведено нижче, в § 2.1.8. Приріст з початку варіювання параметром 
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 можна вибирати будь-яким, тільки б він не виводив величину 
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 за межі допустимих значень, обумовлених обмеженнями (2.1.10) і (2.1.31). Надалі цей приріст можна ділити пополам, але не забуваючи про вказані обмеження.

Під час проведення обчислень наступних наближень повністю застосовані процедури обчислень та метод інтерполяції, описані у § 2.1.3. Обчислення продовжують доти, доки чергове наближення D(ir) та значення D(k) не співпадуть з необхідним рівнем 
точності. Знайдені значення наближень 
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 що забезпечують необхідне значення наближення D(k), позначимо відповідно 
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. Таким чином ми обчислимо перші наближення значень надійності для всіх елементів системи та для всіх елементів з їхніх резервів:
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, i = 1, 2, ..., n; ji = 1, 2, ..., si.

Всі знайдені значення підставимо у рівняння надійності (2.1.22) та обчислимо перше наближення для характеристики надійності системи X(1):
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Якщо X(1) не збігається із заданим рівнем точності з необхідною вихідною величиною X*, то знаходимо друге її наближення X(2), надавши другого наближення 
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варіюючому параметрові 
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з урахуванням усіх дійсних обмежень та повторивши всі описані обчислювальні процедури. Продовжуємо процес обчислень до досягнення з необхідною точністю величини X*. Наближення параметрів 
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, i = 1, 2, ..., n, ji = 1, 2, ..., si, що забезпечать цю величину, задають оптимальний розподіл надійності між елементами системи з послідовним зв’язком й неідентично зарезервованими.

2.1.6. Мішане з’єднання 
з дубльованим ланцюжком з m елементів

Тепер розглянемо систему, що складається з n різних елементів, де резервується s – 1 раз не кожен елемент, а увесь ланцюжок, який містить m елементів (рис. 2.1.5).
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Рис. 2.1.5

Очевидно, що задача є цікавою лише при m < n, бо в проти-
лежному випадку, коли m > n, вона взагалі не має смислу, а при m = n зводиться до випадку, розглянутому у § 2.1.3.

Якщо припустити, що функція вартості елемента цієї системи має вигляд (2.1.8), то неважко обчислити, що функція вартості всієї системи запишеться як сума вартостей окремих елементів наступним чином:
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(2.1.34)

При такому з’єднанні елементів у системі рівняння надійності (2.1.7) у відповідності до основних теорем теорії ймовірностей набуде вигляду:
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(2.1.35)

Ані рівняння надійності (2.1.35), ані функція вартості системи (2.1.34) не збігаються відповідно з аналогічними виразами в трьох попередніх параграфах. Щоб знайти оптимальний розподіл вимог по надійності до елементів даної системи, необхідно збудувати нову математичну модель, відмінну від моделей, розглянутих у § 2.1.3—2.1.5. Інакше кажучи, потрібно знайти умовний мінімум функції (2.1.34) за обмежень у вигляді рівняння (2.1.35) та нерівностей (2.1.10). Будемо знаходити умовний екстремум методом невизначених множників Лагранжа. Для цього будуємо функцію Лагранжа:
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обчислюємо її частинні похідні по всіх змінних xi, які прирівнюємо до нуля, одержуючи наступну систему рівнянь:
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(2.1.36)

i = 1, 2, ..., n – m; 
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i = n – m + 1, n – m + 2, ..., n.

Система (2.1.36) записана двома блоками, тому, спрощуючи її, виокремлюємо в ліві частини рівнянь лише змінну (, однакову для всіх рівнянь кожного блоку:
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(2.1.37)
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Прирівнюємо праву частину i-го рівняння системи (2.1.37) відповідно до правої частини першого, якщо i ( n–m, та до n-го рівняння, якщо i > n – m. В силу однаковості лівих частин рівнянь це можна зробити. Тоді одержимо:
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(2.1.38 а)

i = 2, 3, ..., n – m;
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(2.1.38 б)

i = n – m + 1, n – m + 2, ..., n.

Рівняння (2.1.38 а), (2.1.38 б) та (2.1.35) утворюють систему n – 1 рівнянь з n невідомими та дають можливість подати всі значення xi через дві змінні: x1 та xn. Отже, для повного розв’язку задачі достатньо знайти зв’язок між x1 та xn. Рівняння зв’язку можна одержати, зіставляючи праві частини першого та n-го рівнянь системи (2.1.37). Без відповідних порівнянь та перетворень наведемо спрощене рівняння зв’язку між вказаними змінними:
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(2.1.39)

Рівняння (2.1.39) зв’язує змінні xn-m+1, xn-m+2, ..., xn зі змінною x1.

Тепер послідовність розв’язування задачі можна подати наступною схемою. Знаходимо наближення xn(1). Використовуючи формули (2.1.38 б), обчислюємо перше наближення xi(1) для xi (i = n – m + 1, n – m + 2, ..., n – 1). Потім за допомогою рівняння зв’язку (2.1.39) визначаємо наближене значення x1(1). Далі через частину системи (2.1.38 а) знаходимо перші наближення xi(1) для решти значень надійності xi (i = 2, 3, ..., n – m). Обчисливши таким чином всі наближення xi(1), i = 1, 2, ..., n, одержимо з рівняння надійності (2.1.35) значення X(1), що є першим наближенням потрібної величини X*. В залежності від надійності Х(1) при потребі знаходимо друге наближення xn(2) для варіюючого параметра xn, тобто проробляємо процедуру, описану в § 2.1.3, до досягнення необхідного рівня точності значенням X(r). Процедура майже повністю збігається з розглянутою у § 2.1.3, тільки основним варіюючим параметром тут буде хn. Отже, система рівнянь (2.1.35), (2.1.38 а), (2.1.38 б) та (2.1.39) повністю задає розв’язок задачі оптимального розподілу надійності між елементами розглянутої системи за критерієм вартості.

2.1.7. Мішане з’єднання з наявністю 
неідентичного резерву ланцюжка з m елементів

Останнім типом систем, що розглядаються в цій главі, є системи також із мішаним з’єднанням елементів. Перші n – m елементів системи з’єднані послідовно, а ланцюжок наступних m елементів резервується s – 1 разів (рис. 2.1.5), причому зарезервовані ланцюжки елементів не є ідентичними технічно, хоча виконують однакові функції в системі.

Зрозуміло, що задача має смисл лише при m ( n. Але при m = n вона зводиться до задачі з послідовним з’єднанням елементів у системі. Тому надалі будемо припускати, що m < n.

Елементи, що входять до резервованих ланцюжків, не є ідентичними і мають різні характеристики надійності. Позначимо ці характеристики наступним чином:

xi, i = 1, 2, ..., n – m — характеристики надійності перших n – m елементів;

xij, i = n – m + 1, n – m + 2, ..., n; j = 1, 2, ..., s — характеристики надійності i-го елемента з j-го ланцюжка резерву.

Функції вартості елементів системи є аналогічними функції вартості (2.1.8) і мають вигляд:

для перших n – m елементів системи 
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для решти m ( s елементів:
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i = n – m + 1, n – m + 2, ..., n; j = 1, 2, ..., s.

Вартість усієї системи складається із суми вартостей всіх її елементів: 
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(2.1.40)

Рівняння надійності можна одержати, скориставшись основ​ними формулами теорії ймовірностей, застосувавши їх до розрахунку надійності системи з мішаним зв’язком елементів у ній. Отже, в нашому випадку рівняння надійності (2.1.7) має вигляд
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(2.1.41)

Тепер задача звелася до знаходження умовного мінімуму функ​ції вартості (2.1.40) з рівнянням зв’язку — рівнянням надійності (2.1.41) та обмеженнями на змінні

0 < xi < 1, i = 1, 2, ..., n – m;


0 < xji < 1, i = n – m + 1, n – m + 2, ..., n, 
(2.1.42)

j = 1, 2, ..., s.

Застосовуємо метод невизначених множників Лагранжа. Функція Лагранжа має вигляд:
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Надалі потрібно знайти частинні похідні від функції Лагранжа по всіх змінних xi та xij й прирівняти їх до нуля:
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i = 1, 2, …, n – m;
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(2.1.43)
i = n – m + 1, n – m + 2, …, n; j = 1, 2, …, s.

Одержали систему (n – m + ms) рівнянь з (n – m + ms + 1) невідомими: n – m невідомих xi, ms невідомих xij та невідома (. Для повноти цієї системи, щоб вирівняти кількість рівнянь до кількості невідомих, долучимо до неї рівняння надійності (2.1.41). Існування та єдиність її розв’язку доводиться аналогічно, як і в моделях вище розглянутих систем. Для зручності розв’язування сис​теми визначимо з кожного її рівняння (2.1.43) змінну (:
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Тепер можна прирівнювати праві частини рівностей (2.1.44), оскільки всі вони дорівнюють –( . Прирівнюємо праву частину i-го рівняння, якщо i ( n – m, до правої частини першого й одержимо:
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(2.1.45)

а праву частину рівняння, що відповідає індексам i, j, — до правої частини останнього (n – m + ms)-го рівняння, якщо i ( n – m:
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(2.1.46)

Розв’язують систему рівнянь (2.1.45), (2.1.46) чисельними методами наступним чином. Надамо першого доцільного наближення, наприклад, змінній xns, тобто надамо їй значення 
[image: image121.wmf])

1

(

ns

x

. Розрахуємо перші наближення 
[image: image122.wmf])
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(

is

x

 (i = n – m + 1, n – m + 
+ 2, ..., n – 1) надійності всіх елементів s-го резервного ланцюжка. Виберемо елементи саме s-го резерву фіксуванням у рівняннях (2.1.46) індексу j = s і одержимо:
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(2.1.47)

i = n – m + 1, n – m + 2, ..., n – 1.

Одержані рівняння дають можливість подати характерис-
тики надійності перших (m – 1) елементів s-го ланцюга резер-
ву через перше наближення надійності останнього його елемента.

Знайдені наближення 
[image: image124.wmf])
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 (i = n – m + 1, n – m + 2, …, n) підставимо у праві частини рівнянь системи (2.1.46). Вони надають цим частинам цілком конкретних значень, які ми позначимо як наближення D(s):
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(2.1.48)

i = n – m + 1, n – m + 2, ..., n; j = 1, 2, ..., s – 1.

Сукупність рівнянь (2.1.48) розіб’ємо на підсистеми для обчислення оптимальних значень надійності елементів j-го (j = 1, 2, ..., s – 1) ланцюжка резерву, тобто на (s – 1) підсистему. Щоб виділити підсистему для j-го ланцюга резерву, достатньо зафіксувати другий індекс j. Оскільки праві частини (2.1.48) однакові, то при фіксованому j прирівнюємо ліві частини рівнянь, одне з яких відповідає біжучим індексам i, j, а друге — останньому n-му елементу j-го ланцюга n, j, і спрощуємо:



[image: image126.wmf]ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

+

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

2

2

)

1

(

1

)

1

(

1

1

1

exp

nj

nj

nj

nj

nj

ij

ij

ij

ij

ij

ij

ij

nj

nj

x

x

B

x

A

x

x

B

x

A

x

B

x

B

,
(2.1.49)

i = n – m + 1, n – m + 2, ..., n – 1.

Підсистему (2.1.49) доповнюємо рівнянням зв’язку (2.1.48) при фіксованому j, оскільки при порівнянні ми втратили ліву частину рівнянь, а отже, порушили повноту підсистеми. Знаходимо єдиний її розв’язок чисельними методами, а саме: вибираємо варіюючий параметр j-го ланцюжка. Не порушуючи загальності, можемо вважати, що значення надійності xnj n-го елемента з j-го ланцюжка резерву набуло першого наближення 
[image: image127.wmf](
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 з певних міркувань доцільності, або довільного значення, що не виходить за межі допустимих значень. З рівнянь (2.1.49) визначимо перші наближення 
[image: image128.wmf](
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 для решти елементів цього ланцюжка, крім останнього, і всі значення наближень підставимо у ліву частину рівняння зв’язку (2.1.48). Одержимо певне її значення, яке позначимо D(1j):
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Якщо одержане значення D (1j) не збігається з необхідним рівнем точності з обчисленим раніше значенням D (s), то знаходимо друге наближення D (2j), надаючи друге наближення 
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 величині xnj та повторюючи всю процедуру спочатку, аналогічно здійсненій раніше у § 2.1.5. Обчислення продовжуватимуться доти, доки якесь певне наближення D (rj) не співпаде зі значенням D (s) з необхідним рівнем точності: |D (s) – D (rj)| < (. Знайдені значення наближень 
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, i = n – m + 1, n – m + 2, ..., n; j = 1, 2, ..., s – 1 позначимо 
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Таким чином, маємо обчислені перші наближення значень надійності для всіх елементів системи, що входять до резервованих ланцюжків
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, i = n – m + 1, n – m + 2, ..., n; j = 1, 2, ..., s.

Рівняння (2.1.49), (2.1.48) та (2.1.46) дали змогу подати перші наближення всіх змінних xij, для яких i > n – m. Для подальшого розв’язку задачі необхідно знайти зв’язок між змінними xi (i ( n – m) нерезервованої з послідовним з’єднанням частини системи й змінними xij, i > n – m, j =1, 2, ..., s резервованих ланцюгів. Рівняння такого зв’язку можна одержати, зіставляючи перше з поодиноким індексом та останнє з подвійною індексацією рівняння системи (2.1.44):
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або після перетворень:
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 (2.1.50)

Рівняння (2.1.50) зв’язує змінні xij, i > n – m, j = 1, 2, ..., s зі змінною x1, тому за наближеннями 
[image: image136.wmf])
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 можемо знайти наближення x1(1) для цієї змінної. Решту наближень x2(1), x3(1), ..., 
[image: image137.wmf])
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x

-

 визначимо через наближення x1(1) з рівнянь (2.1.45) і, таким чином, одержимо перші наближення надійності для всіх елементів системи. Підставимо їх у рівняння надійності (2.1.41) і розглянемо значення першого наближення X(1) для характеристики надійності системи. Якщо воно не збігається із заданим рівнем точності з необхідною величиною X*, тобто |X(1) – X*| > (, то, надаючи других наближень варіюючим параметром, повторюємо всі описані обчислювальні процедури аж до досягнення змінними необхідного рівня точності.
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