2.2. Оптимальний розподіл надійності елементів системи на етапі проектування 
за критерієм вартості експлуатації

Під час оцінювання характеристик складних систем важливо знати оцінку не лише того, наскільки часто ця система виходитиме з ладу, але й наскільки швидко вона може бути відремонтована й повернена до роботи, яка вартість цього ремонту і збиток, що наноситься через простої для ремонту. Подібна оцінка визначає ступінь зручності обслуговування й вартість експлуатації системи і є суттєво стратегічно важливою особливо для тих систем, для яких час, необхідний для виконання завдання, значний порівняно із середнім проміжком часу між виходами з ладу даної системи. Наявність зв’язку між надійністю та вартістю експлуатації помітно виявляється тоді, коли не виникає виходу системи з ладу і вона не наносить збитків за рахунок простоїв на ремонт та витрат на заміну елементів і їх відновлення. Таким чином, вартість експлуатації складних систем безпосередньо пов’язана з досягнутим рівнем їх надійності, і не просто надійності, а конструктивної надійності системи, раціонального розподілу надійності між елементами системи, співвідношення ремонтопридатності й відновлю​ваності різних елементів, блоків і вузлів системи.

Для сучасного складного обладнання співвідношення середньорічної вартості експлуатації системи до вартості самої системи коливається в межах від 60 до 1200% (див., наприклад, роботи Р.Л.Мак-Лохліна, Х.Д.Фогтлена [74]). Наведене демонструє, наскільки актуальною нині є економічна проблема зниження вартості експлуатації систем. І розв’язок її має розпочинатися (див. [94], с. 195-196) ще на стадії проектування системи, на стадії її виготовлення. Бо лише на цьому етапі можна перерозподілити без зміни надійності системи в цілому надійність її елементів таким чином, щоб забезпечити надійніше функціонування тих її елементів і вузлів, які мають низьку ремонтопридатність та коштовну відновлюваність, а також з більшою ймовірністю запобігти відмовам, які найістотніше знижують ефективність функціонування системи.

Успішне розв’язання цієї проблеми може бути здійснене лише за умови, що можна оцінити у взаємозалежності обидва фактори — надійність системи та її прогнозовану вартість експлуатації, досить строго описати їх взаємозв’язок і залежність, побудувати гнучку математичну модель, яку можна було б використовувати у розрахунках. Деякі підходи до розв’язку цієї проблеми розглядаються у роботах [74], [94], [118] та ін. В даному розділі нами також пропонується один з можливих підходів до вирішення поставленої проблеми.

2.2.1. Загальна постановка задачі

Отже, під час експлуатації складних систем невідворотні витрати, що пов’язані з ремонтом, відновленням елементів та вузлів системи, збитками від простою, профілактичними заходами, настроюванням у схемі пуско-наладочних процесів та іншими роботами.

Оскільки характеристика надійності Х системи в цілому забезпечується характеристиками надійності її елементів xi, i =1, 2, ..., n, то різному розподілу величин xi при фіксованому Х відповідатимуть різні значення сумарних витрат на експлуатацію системи, що визначаються усіма зазначеними вище факторами. Наприклад, з-поміж двох елементів системи надійність одного з них доцільно виконати вищою порівняно з надійністю іншого, якщо перший елемент володіє такими властивостями, як більша вартість відновлення, довший середній час виявлення поломки, гірша ремонтодоступність й нижча ремонтопридатність. На цей розподіл можуть впливати й деякі інші фактори. Але достатньо обмежитися і зазначеними аспектами.

Однак, вказати та те, що надійність одного елемента має бути вищою порівняно з надійністю іншого — цього ще не досить для раціонального вирішення проблеми. Важливо вказати, наскільки вона має бути вищою. 

Задача є непростою для вирішення розподілу надійності навіть між двома елементами системи за критерієм прогнозованої вартості експлуатації системи. Якщо ж з’ясовувати цю проблему для трьох елементів системи, то завдання надзвичайно серйозно ускладнюється. Адже в моделі вже мають бути пов’язані три змінні величини — значення надійності трьох елементів системи. Перебрати емпірично всі можливі варіанти допустимих значень надійності з метою досягнення найкращого результативного значення трійки і, як наслідок, якіснішої експлуатації системи практично неможливо, якщо не мати при цьому певної раціональної процедури конструювання трійки. А якщо враховувати взаємозв’язки чотирьох, п’яти чи більше елементів, то завдання стає архіскладним, з багатьма невідомими.

Ще більше незрозумілого чатує на нас, коли від фіксованої кількості елементів системи перейти до параметра n — кількості елементів у системі. Тобто вихідне завдання дуже ускладнюється, якщо його розглядати одночасно для всіх n елементів системи. Фактично задача зводиться до відшукання оптимального розподілу характеристик надійності xi, i = 1, 2, ..., n елементів системи, що забезпечує рівень Х її надійності. При цьому під оптимальністю розуміємо мінімальне з можливих значення прогнозованої вартості експлуатації системи, тобто оптимізація розподілу надійності між елементами складної системи розглядається за критерієм прогнозованої вартості експлуатації системи. Саме цим ми і обмежимось у постановці проблеми, не розглядаючи тут методів розрахунку і математичного прогнозування вартості експлуатації системи, яка лише розробляється, а ми з’ясовуємо її структуру на стадії проектування.

Цілком ясно, що подібна задача може виникнути й роз​в’язуватися лише на стадіях проектування саме складної системи та її розробки. Крім того, принцип оптимізації за критерієм прог​нозованої вартості експлуатації може бути застосованим до систем багаторазового використання й одночасно таких, у яких вартість експлуатації системи за час використання її істотно перевищує вартість самої системи. За цих умов оптимізація за критерієм вартості, що розроблена у попередній главі, є не завж​ди доцільною, а тому не завжди прийнятною. Власне, йдеться про зовсім різні задачі й завдання.

Розглядувана задача оптимізації за критерієм прогнозованої вартості експлуатації є однією з важливих, з розв’язанням яких доводиться зіткатися на етапі проектування й початкового конструювання складних систем, і являє собою розрахунок надійнос​ті елементів системи, що виходить з вимог до системи в цілому. Розв’язок проблеми розрахунку надійності елементів за значенням надійності системи залежить від багатьох конкретних факторів і є неоднозначним. Це можна показати на простому прикладі.

Якщо через Х позначити характеристику надійності всієї системи в цілому, а через xi — характеристику надійності i-го елемента системи й припустити, що система складається з n елементів, то надійність Х системи є функцією n змінних xi , тобто

Х = Х (x1, x2, ..., xn). 
(2.2.1)

Якщо на Х накладають певні обмеження, то їх можна задовольнити різними наборами змінних xi, i = 1, 2, ..., n, причому кількість цих наборів може бути як завгодно великою. Таким чином, розв’язок задачі розподілу вимог по надійності до елементів системи, виходячи з вимог, накладених на систему, тобто знаход​ження набору чисел xi, i = 1, 2, ..., n, що задовольняє рівність (2.2.1), має n – 1 степенів свободи.

Практично важливим є відшукання не просто набору xi, а саме такого набору, який за даної надійності системи Х* забезпечував би її найекономнішу експлуатацію. Це означає, що при заданій надійності системи її потрібно розподілити між надійностями елементів таким чином, щоб загальні витрати через відмови системи під час експлуатації (тобто ненадійності її) були, по можливості, найменшими.

На практиці цю задачу, як і подібну до неї з попереднього розділу, розв’язують наступним чином. Методом проб знаходять декілька наближених розв’язків, тобто декілька наборів хi, які задовольняють рівність (2.2.1). Ці розв’язки порівнюють між собою й оцінюють. Окремі розв’язки матимуть свої позитивні та негативні аспекти. З цих декількох розв’язків залежно від досвіду конструктора вибирають найкращий у певному смислі та у відповідності до нього проектують систему в деталях. Однак найкращий розв’язок з даної сукупності ще не є найкращим з можливих, тобто не є оптимальним. Разом з тим, через відсутність строгих методів для вирішення практичних задач конструктори вимушені задовольнятися цим наближенням, часто далеко не оптимальним розв’язком. Варто зазначити, що саме тому в наш час проблема оптимального розподілу вимог до елементів системи за критерієм прогнозованої вартості експлуатації цієї системи стала дуже актуальною. Під час розв’язування її доводиться враховувати досить велику кількість факторів та взаємозв’язків. Так, вартість експлуатації системи залежить не лише від кількості її відмов, але й від того, в якому елементі вони відбуваються, а також від часу виявлення та усунення помилки, від конструкції елемента, що зіпсувався, і т.ін. І якщо набір чисел xi, i = 1, 2, ..., n — оптимальний, то він повинен враховувати всі ці фактори.

Таким чином, формально задача зводиться до знаходження розв’язків рівняння (2.2.1) при мінімальних прогнозованих витратах на експлуатацію системи. Іншими словами, потрібно розробити такий метод доцільного розподілу вимог до надійності окремих елементів системи, реалізація якого забезпечувала б надійність системи не нижчу за заданий рівень з мінімальною прогнозованою вартістю експлуатації.

Очевидно, що метод розв’язування розглядуваної задачі залежить від структури системи, від способів з’єднання елементів у ній. Характер залежності прогнозованої вартості експлуатації від надійності також істотно впливає на метод розв’язування. Тому до початку вирішення задачі оптимізації необхідно докладніше дослідити залежність між надійністю та прогнозованою вартістю 
експлуатації системи, що ми й виконаємо у наступному параграфі.

2.2.2. Функція вартості експлуатації, 
побудова і властивості. 
Дослідження взаємозалежності 
вартості експлуатації та надійності

Як зазначалося вище, вартість експлуатації залежить від багатьох факторів, та найсильнішим з них є надійність системи. Чим надійніший елемент, тим рідше він має відмови, тим більше часу перебуває в роботі і, отже, тим менша вартість його експлуатації протягом певного відрізка часу.
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Рис. 2.2.1

До вартості експлуатації входять вартість витрат на обслуговування системи, коштів на виявлення несправності та її усунення, вартість матеріалів, що використовуються під час обслуговування та ремонту. Це, в свою чергу, залежить від конструкції системи, її ремонтопридатності та інших показників її надійності. Залежність вартості експлуатації від конструктивної надійності дуже складна. Одна тільки складність системи лінійно впливає на вартість експлуатації (див.[73]). Якщо враховувати всі ці фактори й варіювати різними значеннями надійності, то можна побудувати емпіричну східчасту лінію, що відображає залежність вартості експлуатації від надійності, яка зі зменшенням кроку варіації гранично буде монотонно незростаючою кривою, зображеною на рис. 2.2.1. Таким чином, ця емпірична функція вартості експлуатації є нелінійною, яка зі збільшенням надійності весь час спадає (точніше, не зростає). Якщо позначити через Е(х) функцію вартості експлуатації, чисельні значення якої відповідають вартості експлуатації елемента протягом певного проміжку часу при різній надійності цього елемента х, то Е(х) повинна бути монотонно спадною функцією.
Отже, якщо Е(х) є функцією вартості експлуатації, то вона повинна бути визначена в проміжку [0, 1]
 та володіти наступними властивостями:

1) E(x) > 0;
(2.2.2)

2) Е(х) — монотонно спадна функція аргументу х.

З фізичного змісту функції Е(х) випливає, що крім властивостей (2.2.2), вона має задовольняти граничним умовам 
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де N — вартість експлуатації ідеально надійного елемента; М — вартість експлуатації абсолютно ненадійного елемента, тобто збиток, який завдає ця експлуатація.

Під час розв’язування практичних задач користуватися емпіричною функцією Е(х) незручно, а в багатьох випадках неможливо. Тому емпіричну залежність потрібно формалізувати, тобто побудувати її математичну модель. При цьому важливо, щоб модель функції вартості експлуатації Е(х) задовольняла наведеним вище логічним припущенням та властивостям (2.2.2) й (2.2.3). Крім того, для можливості практичного використання вона повинна бути якомога математично простішою, але з потрібним рівнем точності у фіксованій області дозволяти апроксимувати емпіричну залежність.

Питання побудови моделей таким чином введеної функції вартості недостатньо розроблені й висвітлені в літературі. З метою спрощення моделі багато авторів вдалися до розгляду її як лінійної залежності ([74], [111]), або залежності за вузьким фактором ([120] — модель функції вартості перевірок), або залежності з варіюючою вартістю ([73]). Такі моделі (особливо лінійні) рідко дозволяють одержати потрібну точність апроксимації кривої Е(х), що призводить до відносно великої похибки остаточного результату розв’язку задачі, а тому — до недоцільності практичного використання цього результату.

Як явну функцію вартості експлуатації Е(х), тобто як її математичну модель, що дозволяє з достатнім рівнем точності апроксимувати емпіричну залежність вартості експлуатації від надійності х, можна використати нелінійну функцію

E(x) = M – (M – N) x ( exp { ( (x( – 1)}. 
(2.2.4)

За аргумент функції вартості експлуатації, крім імовірності безвідмовної роботи х, можуть правити інші характеристики надійності (аналогічно подібним характеристикам, розглянутим у § 2.1.4).

Функція (2.2.4) математично досить нескладна і задовольняє необхідним логічним передумовам. Разом з тим вона володіє властивостями (2.2.2) та задовольняє крайові умови (2.2.3). Три параметри (, ( та (, що входять до неї, дозволяють з необхідним рівнем точності локально апроксимувати емпіричну криву Е(х) її аналітичним виразом (2.2.4) в тій невеличкій області, що нас цікавить. Істотний вплив на точність розв’язку задачі має різниця між реальною кривою та Е(х) в околі точки розв’язку. Тому до-
датні константи (, ( й ( повинні оцінюватися за статистичними точками х*, які найближче серед усіх відстоять від точки розв’язку задачі. 

Запропонована математична модель залежності прогнозованої вартості експлуатації від надійності (2.2.4) дає можливість формальніше описати задачу, сформульовану в § 2.2.1, не прив’язу​ючись до конкретної структури системи. 

Розглянемо складну систему, що містить n елементів, надійність якої повинна дорівнювати величині Х*. Надійність системи залежить від надійності елементів і виражається рівністю:

Х* = Х (х1, х2, ..., хn), 
(2.2.5)

де хi, i = 1, 2, ..., n — надійність i-го елемента системи. Явне подання співвідношення (2.2.5) залежить від структури системи та способів поєднання елементів у ній.

Нехай i-му елементу (i = 1, 2, ..., n) відповідає функція прогнозованої вартості експлуатації

Ei(xi) = Mi – (Mi – Ni) 
[image: image3.wmf]i
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(2.2.6)

де хi — ймовірність безвідмовної роботи i-го елемента; Мi та Ni — відповідні граничні значення вартості експлуатації елемента; (i, (i та (i — параметри, відповідні функції вартості експлуатації i-го елемента.

Використовуючи співвідношення (2.2.6), запишемо вартість експлуатації системи як суму вартостей експлуатації її окремих елементів:
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 (2.2.7)

Розглядувана задача зводиться до наступного: необхідно знайти такий вектор 
[image: image6.wmf]x

r

, щоб за фіксованого значення Х* виконувалася рівність (2.2.5) при мінімальній вартості експлуатації системи (2.2.7). Або, дотримуючись строгості у висловленнях, необхідно відшукати мінімум функції (2.2.7) за умов у вигляді (2.2.5) та (2.1.10), яким повинні задовольняти змінні хi, тобто

0 < xi < 1, i = 1, 2, ..., n.

Як зазначалося вище, обмеження на змінні у вигляді рівності (2.2.5) набуває різного вигляду в залежності від структури системи. Тому мінімізувати функцію (2.2.7) потрібно окремо для кожної схеми з’єднання елементів у системі. В наступних параграфах будуть розглянуті такі схеми.

Варто зауважити, що не завжди в наявності є достатній об’єм вибірки (достатня кількість статистичного матеріалу) для емпіричного описання зв’язку вартості експлуатації та надійності і для математичного моделювання цього зв’язку в локальній області формулою (2.2.4). За недостатності статистики за вартістю експлуатації формулу (2.2.4) можна застосувати у спрощеному вигляді з двома параметрами:

E(x) = M – (M – N) x( exp { ( (x – 1)} 
(2.2.8)

або ще простіше, з одним параметром:

E(x) = M – (M – N) x exp { ( (x – 1)}. 
(2.2.9)

За наявності достатньої статистики подання прогнозованої вартості експлуатації Е(х) за допомогою формули (2.2.4) дає можливість апроксимувати реальну залежність Е(х) з будь-яким рівнем точності в околі точки розв’язку задачі. Для визначення параметрів (, ( й ( функції Е(х) достатньо мати три емпіричні точки. Якщо, наприклад, відомі значення функції вартості експлуатації в точках а, b, с, тобто значення Е(а), Е(b) та Е(с), то параметри (, ( і ( визначаються із системи рівнянь

M – (M – N) a( exp { ( (a( – 1)} = E(a),

M – (M – N) b( exp { ( (b( – 1)} = E(b),

M – (M – N) c( exp { ( (c( – 1)} = E(c)

за наступними виразами, одержаними шляхом перетворення фор​мули (2.2.4):
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(2.2.10)
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(2.2.11)
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(2.2.12)

Вираз (2.2.10) являє собою трансцендентне рівняння для обчислення параметра (. Це рівняння має єдиний розв’язок, оскільки його можна подати у вигляді ( (() = ( ((), де ( (() та ( (() — відповідно ліва та права частини рівняння (2.2.10). Функції ( (() та ( (() є монотонними, і тому рівняння можна розв’язувати методами, описаними в [106]. За знайденим значенням ( формула (2.2.11) дає можливість явно виразити параметр (. Останнє співвідношення (2.2.12) визначає явно параметр ( через одержані параметри ( й (.

2.2.3. Послідовне з’єднання елементів

Розглянемо систему, що складається з послідовного з’єднання n елементів (рис.1.5). Оскільки для її і-го елемента функція вартості експлуатації Ei(xi) має вигляд (2.2.6), то Е(
[image: image10.wmf]x

r

) системи запишеться у вигляді (2.2.7). Рівняння надійності (2.2.5) набуде конкретного вигляду (2.1.12). Тепер задача зводиться до знаходження мінімуму функції (2.2.7) при обмеженні (2.1.12) та граничних умовах на змінні (2.1.10). Для розв’язування цієї задачі скористаємося методом невизначених множників Лагранжа [107]. Будуємо функцію Лагранжа f (
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(2.2.13)

що містить n невідомих xi та додаткове невідоме (.

При побудові функції Лагранжа (2.2.13) граничні умови на змінні (2.1.10) не були враховані, оскільки врахування самого обмеження (2.1.12) забезпечує існування розв’язку задачі всередині інтервалу (0, 1), а отже, і виконання граничних умов. Нижче цей факт буде строго обгрунтований. 

Як того вимагає метод Лагранжа, диференціюємо функцію f (
[image: image13.wmf]x

r

, () по всіх змінних xi, одержуючи її частинні похідні. Прирів​нявши похідні до нуля, одержимо наступну систему з n рівнянь:


[image: image14.wmf](

)

(

)

(

)

{

}

Õ

=

l

+

-

g

g

b

+

a

-

-

=

b

-

b

+

a

-

a

n

j

j

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

x

x

x

x

x

N

M

i

i

i

i

1

1

1

,

0

1

exp


і = 1, 2, …, n.

Одержана система рівнянь містить n невідомих xi і (n + 1)-у невідому (, а тому є неповною. Розв’яжемо кожне рівняння системи відносно виразу 
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, що є однаковим для всіх рівнянь системи:
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і = 1, 2, …, n.

Необхідно забезпечити повноту системі (2.2.14), тому доповнимо її (n + 1)-м рівнянням — рівнянням надійності (2.1.12). Це рівняння можна одержати і з алгоритму використання методу невизначених множників Лагранжа, беручи похідну від функції Лагранжа по останній змінній — (.

Систему рівнянь (2.2.14) можна спростити таким чином, щоб можливим стало знаходження її розв’язку одним з чисельних методів з використанням варіюючого параметра. Для цього виберемо k-й елемент системи за правилом, згідно з яким параметри функції вартості k-го елемента мають задовольняти умову
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(2.2.15)

Якщо система має декілька елементів, що задовольняють умові (2.2.15), виберемо будь-який з них.

Надалі виключимо із системи рівнянь (2.2.14) невідому ( разом зі своїм коефіцієнтом, оскільки вона утворює однакові ліві частини всіх рівнянь системи. Для цього, користуючись рівністю лівих частин рівнянь, прирівнюємо праві частини k-го, вибраного з обмежень (2.2.15), й і-го біжучого рівнянь системи (2.2.14). Одержуємо:
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Рівняння системи перетворимо на такий вид, щоб у різних частинах рівнянь зібрати однотипні функції, тобто відокремити степеневі й експоненціальні функції
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і = 1, 2, …, k – 1, k + 1, …, n.

Рівняння (2.2.16) разом з рівнянням-обмеженням (2.1.12), що відіграватиме роль рівняння зв’язку, являє собою систему n рівнянь з n невідомими. Розв’язок цієї системи рівнянь є розв’язком задачі оптимізації розподілу надійності між елементами складної системи за критерієм прогнозованої вартості експлуатації. Одержана система рівнянь (2.2.16) за знайденим оптимальним розподілом надійності дозволяє оцінити, наскільки надійним має бути і-й елемент системи порівняно з k-м елементом для забезпечення цієї оптимальності.

А тепер, перш ніж знаходити розв’язок системи рівнянь (2.2.16), обгрунтуємо його існування. Доведемо, що рівняння (2.2.16) разом із рівнянням (2.1.12) завжди мають розв’язок, і до того ж єдиний. Для цього позначимо ліву частину і-го рівняння системи (2.2.16) через (i(xi), а праву — через (i (xi), i = 1, 2, ..., 
k – 1, k + 1, ..., n. Оскільки система (2.2.16) дає можливість подати всі значення надійності xi (i ( k) через надійність k-го елемента xk, це дозволяє розглядати xk як варіюючий параметр системи, який можна оцінювати із рівняння (2.1.12).

Розглянемо поведінку функцій (i (xi) та (i (xi) на відрізку [0; 1] (рис.2.2.2). Виходячи із фізичного змісту аргументів xi, поведінка функцій поза цим відрізком розгляду не підлягає. Функції (i (xi) і (i (xi) визначені та неперервні в указаній області 0 ( xi ( 1.
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Рис. 2.2.2

Продиференціюємо функцію (i (xi) по змінній xi
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Оскільки значення похідної (i'(xi) > 0 в інтервалі (0, 1), то функція (i (xi) є монотонно зростаючою на області визначення. При цьому вона зростає від нуля при xi = 0 до значення:
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при xi = 1. Аналогічно, диференціюючи функцію (i (xi) по тій же змінній xi
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переконуємося, що похідна (i'(xi) < 0, а отже, сама функція (i(xi) строго монотонно спадає від значення
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при xi = 0 до значення 
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Порівняння значень функцій у початковій точці інтервалу (0, 1) xi = 0 показує, що виконується нерівність

(i (0) < (i (0).

Доведемо, що в кінцевій точці xi = 1 знак нерівності змінюється на протилежний, тобто (i (1) > (i (1). Для цього достатньо показати, що (i (1) > 1, оскільки нерівність (i (1) < 1 є тривіальною. Дійсно, значення (i (1) перетворюється на наступне:
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Збільшуючи знаменник цього дробу на величину
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дріб можна зменшити. Таким чином одержимо
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Оскільки k-й елемент системи відбирався з урахуванням співвідношення (2.2.15), то
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А це означає, що (i (1) > 1, або (i (1) > (i (1).

Оскільки (i (xi) та (i (xi) є неперервними у відрізку [0, 1] та на границях його задовольняють співвідношення (i (0) < (i (0) і (i (1) > (i (1), то існує значення змінної xi всередині інтервалу 
(0, 1), при якому виконуватиметься рівність

(i (xi) = (i (xi).

Це означає, що графіки функцій (i (xi) та (i (xi), зображені на рис. 2.2.2, мають точку перетину кривих всередині інтервалу (0, 1). Той факт, що точка перетину кривих міститься саме всередині інтервалу (0, 1), є обгрунтуванням вибору функції Лагранжа саме у вигляді (2.2.13), в якому враховане обмеження на змінні, задане рівнянням, і опущені граничні умови, задані нерівностями. Тепер очевидно, що обмеження (2.1.10) враховуються автоматично. Отже, розв’язок системи рівнянь (2.2.16) існує. Єдиність його випливає зі строгої монотонності функцій (i (xi) та (i (xi).

Зупинимося тепер на можливому чисельному способі розв’язування системи рівнянь (2.2.16). За невеличкої кількості рівнянь, наприклад трьох-п’яти, та за невисокого необхідного рівня точності розв’язку (* систему (2.2.16) можна розв’язувати методом послідовних наближень за допомогою навіть калькуляторів. Якщо ж кількість рівнянь системи становить десять або й більше чи необхідним рівнем точності є 1 — 0,1%, то застосування чисельних методів вимагає використання комп’ютерів.

Перше наближення 
[image: image31.wmf])
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 для змінної xk можна вибрати довільно з проміжку (X*, 1) або обчислити за формулою:
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Зрозуміло, що для першого наближення надійності елементів системи ми дотримуємося припущення про початкову рівнонадійність елементів послідовно складеної системи.
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Рис. 2.2.3

Перше наближення для решти значень xi, i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n визначається системою (2.2.16). Точка 
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 знаходиться з і-го рів​няння системи (2.2.16) як точ​ка перетину кривих (i (xi) та (i (xi) (рис.2.2.3), причому її координата може обчислюватися з будь-яким рівнем точності. Таким чином, за першим наближенням 
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 об​числюються перші наближення для всіх значень надійності елементів xi.

Підставивши значення 
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, i = 1, 2, ..., n у вираз (2.1.12), одержимо значення першого наближення надійності системи:
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Якщо перше наближення X (1) не забезпечує необхідний рівень точності (*, тобто

| X* – X (1) | > (*,

то обчислюється друге наближення X (2). При цьому спершу знаходимо друге наближення 
[image: image38.wmf])
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 варіюючого параметра системи, користуючись правилом:
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, якщо X* > X (1);
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, якщо X* < X (1).

Таке правило випливає зі строгої монотонності функцій (i (xi) та (i (xi) як функцій параметра xk. Обчислимо похідні цих функцій по змінній xk:
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Отже, функція (i (xi) є зростаючою функцією параметра xk, а (i (xi) — спадною. Збільшення xk зсуває вправо точку перетину кривих (i (xi) та (i (xi), i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n, що показано на рис. 2.2.3 пунктирними лініями, оскільки при цьому збільшуються значення всіх змінних xi та значення Х. 

Якщо після j-го кроку виявиться, що надійність системи X* розташовується між (j – 1)-м та j-м наближеннями її, тобто якщо

X (j — 1) < X* < X (j) або X (j) < X* < X (j — 1),

то наступне (j + 1)-е наближення для параметра xk знаходиться шляхом лінійної інтерполяції:
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(2.2.17)

де

A = | X* – X (j – 1) |, B = | X* – X (j) |.

Цю обчислювальну процедуру ми продовжуємо доти, доки 
X (j) та X* не будуть збігатися з необхідним рівнем точності (*. Оскільки функції, що входять до системи рівнянь (2.2.16), є строго монотонними, то потрібна точність досягається кількома кроками. Практика показує, якщо в процесі розв’язування параметри (, ( та ( функції вартості не змінюються, то вже на дев’ятім-десятім кроці наближення X (j) співпадає зі значенням X* з точністю порядку 0,1–0,05%.

Наведемо можливий алгоритм знаходження оптимального розподілу надійності між елементами складної системи за критерієм прогнозованої вартості експлуатації на етапі проектування, якщо система складається з послідовно зв’язаних елементів.

1. З міркувань доцільності надаємо перших наближень усім значенням надійності 
[image: image46.wmf])
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 елементів складної системи. Їх можна вибрати довільно з проміжку (X*, 1). Якщо виходити з припущення початкової рівнонадійності елементів системи, то можна покласти 
[image: image47.wmf].

...,

,

2

,

1

,

*

)

(

n

i

X

x

n

c

i

=

=


2. Серед заданих статистичних значень надійності 
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 для кожного елемента системи вибираємо ті три значення 
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, що найближче знаходяться до відповідного наближення надійності 
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Якщо трійка значень вибирається не вперше, то перевіряємо, чи не збігається вона з якоюсь раніше вибраною трійкою. При співпаданні двох трійок наступне наближення надійності 
[image: image55.wmf])
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 покладається рівним середньому арифметичному наближень, що відповідають однаковим трійкам.

3. За вибраними статистичними значеннями 
[image: image56.wmf]*
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 і відповідними їм статистичними значеннями функції вартості експлуатації елементів Ei (
[image: image59.wmf]*
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), Ei (
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), Ei (
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) для кожного і-го (i = 1, 2, ..., n) елемента системи обчислюємо константи функції вартості експлуатації: (i — з рівняння (2.2.10), (i — за формулою (2.2.11) і (i – за формулою (2.2.12).

4. Порівнюємо параметри функцій вартості експлуатації елементів системи за правилом (2.2.15). Вибираємо варіюючий параметр системи 
[image: image62.wmf])

(

c

k

x

 з умови (2.2.15). Якщо таких параметрів декілька, то вибираємо будь-який з них.

5. Обчислюємо однакові для всіх рівнянь складові із системи (2.2.16), а саме: знаменник лівої частини і вираз 
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1

(

-

g

b

k

k

k

x

 за обраним значенням 
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6. Підставляємо наближення xic всіх елементів системи, крім k-го, в рівняння (2.2.16).

а) Якщо права і ліва частини рівняння рівні між собою з точністю (*, то наближення xic вважаємо чинним і позначаємо xic = 
[image: image65.wmf])
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.

б) Якщо ліва частина і-го, i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n більша за праву, то вибираємо наступне наближення xic+1 < xic і знову підставляємо в рівняння (2.2.16).

в) Якщо ліва частина менша за праву більше ніж на величину (*, то xic+1 > xic. Наближення xic+1 підставляється в рівняння (2.2.16).

7. Всі одержані наближення 
[image: image66.wmf])
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, i = 1, 2, ..., n підставляємо в рівняння надійності (2.1.12).

а) Якщо права частина рівняння збігається з лівою X* з точністю (*, то наближення надійності елементів 
[image: image67.wmf])
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 є оптимальними і задача розв’язана.

б) Якщо права частина X (c) не дорівнює X* із заданою точністю, то поліпшуємо значення варіюючого параметра 
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за правилом
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, якщо X* > X (c);
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, якщо X* < X (c),

або за формулою (2.2.17). Далі переходимо до пункту 2 алгоритму.

2.2.4. Послідовне з’єднання елементів 
з ідентичним резервом

Розглянемо систему, що складається з n різних елементів (рис. 2.1.4). Елементи системи з’єднані між собою послідовно і зарезервовані. Кожен з них резервується тільки ідентичними елементами. Позначимо кількість резерву для i-го елемента через si – 1. Оскільки система має резерв, то рівняння надійності буде відмінним від рівняння (2.1.12). Тому оптимальний розподіл вимог до надійності елементів цієї системи не описуватиметься математичною моделлю, якій відповідають рівняння (2.2.16).

У припущенні, що функція вартості експлуатації елемента записується у вигляді (2.2.6), вартість експлуатації системи дорівнюватиме
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(2.2.18)

Для цього класу складних систем будемо припускати, що всі параметри (i (i = 1, 2, ..., n) у функції (2.2.18) є більши-
ми за одиницю. Якщо при визначенні параметрів (i виявиться, що котрийсь із них є меншим за одиницю, то замінимо його одиницею.

Рівняння (2.2.5) для системи з резервом записується у вигляді (2.1.18). Очевидно, що як і в попередньому параграфі, знаход​ження оптимального набору хi, i = 1, 2, ..., n при мінімальній вартості експлуатації системи зводиться до знаходження точки умовного екстремуму функції (2.2.18) при обмеженнях (2.1.10) та (2.1.18).

Використовуючи метод невизначених множників для розв’я​зування цієї задачі, будуємо функцію Лагранжа:
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Відсутність у функції Лагранжа обмежень на змінні у вигляді нерівностей (2.1.10) обгрунтуємо пізніше. Виконання цих обмежень випливає з подальшого ходу розв’язку задачі.

Диференціюючи функцію f (
[image: image75.wmf]x

r

, () по кожній із змінних хi, одержуємо n значень частинних похідних. Прирівнюємо їх до нуля, перетворюючи співвідношення в систему рівнянь:
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i = 1, 2, ..., n.

В рівняннях системи слід виокремити спільні для всіх n рівнянь частини.

Розв’язуючи кожне рівняння відносно виразу 
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(2.2.19)

i = 1, 2, ... , n.

Система (2.2.19) містить n невідомих xi та (n + 1)-у невідому (, а тому є неповною, оскільки має лише n рівнянь. Для доповнення її долучимо рівняння надійності (2.1.18). Отримана таким шляхом повна система трансцендентних рівнянь визначатиме шуканий розв’язок задачі оптимізації надійності окремих елементів, що мають резерв.

Перетворимо систему (2.2.19) на зручну для відшукання розв’язку. Для цього розглянемо кількість резерву кожного елемента й найменше значення його позначимо через s(, тобто


[image: image79.wmf]}.

{

min

1

i

n

i

s

s

£

£

w

=

 
(2.2.20)

Нескладно помітити, що властивістю (2.2.20) можуть володіти декілька елементів системи.

Позначимо через ( множину елементів системи, які володіють цією властивістю. Визначимо k-й елемент з цієї множини, послуговуючись правилом: це будь-який з елементів, вартісні параметри яких задовольняють умові:
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(2.2.21)

Після цього спростимо систему рівнянь (2.2.19). Спочатку виключимо з неї невідому (. Для цього звернемо увагу на те, що ліві частини всіх рівнянь системи (2.2.19) є однаковими, тому прирівнюємо праві частини біжучого і-го (i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n) і k-го рівнянь. При цьому k вибране відповідно до умови (2.2.21). Таким чином звільняємося від невідомої ( разом з її коефіцієнтом 
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Застосуємо до системи нескладні перетворення, щоб виокремити в рівняннях різнотипні функції і звести її до виду:
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(2.2.22)

Рівняння (2.2.22) разом з долученим до них рівнянням надійності (2.1.18) складають систему n трансцендентних рівнянь з n невідомими.

Покажемо, що розв’язок цієї системи існує, і до того ж є єдиним. Для цього необхідно ввести до розгляду функції
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лівих і правих частин рівнянь системи, що залежать від xk як від параметра.

Дані функції визначені в інтервалі (0, 1) і, крім того, є неперервними. Легко також переконатися, що похідна від функції (i (xi) в інтервалі (0, 1) не змінює свого знаку і є додатною:
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В початковій точці інтервалу xi = 0 функція має граничне справа значення, що дорівнює нулю. При значеннях ( ( 1 це є очевидним твердженням. Доведемо це при ( < 1. Позначимо деякою константою С ту частину функції (i (xi), яка не містить особливостей:
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 EMBED Equation.2  
Згідно з теоремою Лопіталя матимемо:
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В кінцевій точці інтервалу xi = 1 значення функції (i (xi) є не меншим за одиницю. Дійсно, за відсутності резерву si = 1 нерівність (i (1) ( 1 є наслідком умови (2.2.21), а при наявності резерву si > 1 твердження стає тривіальним, оскільки
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Функція (i (xi) також в інтервалі (0, 1) є неперервною, монотонною, не змінює свого знаку та співпадає з аналогічною до неї функцією, що є описана у § 2.2.3.

Отже, функція (i (xi) є зростаючою в інтервалі (0, 1) від нуля в точці xi = 0 до значення (i (1) ( 1 в точці xi = 1; одночасно функція (i (xi) спадає в цьому інтервалі від значення 
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в точці xi = 0 до значення (i (1) =  в точці xi = 1. Зростання й спадання відповідно (i (xi) і (i (xi) є строго монотонним. Монотонність по параметру xk також аналогічна до відпо-
відної, описаної в § 2.2.3.

Таким чином, ці функції володіють усіма тими властивостями, що й функції (i (xi) і (i (xi) попереднього параграфа. А тому система рівнянь (2.2.22) має розв’язок, і до того ж єдиний, а до знаходження його можна дійти процедурою, що описана у § 2.2.3 для розв’язування системи рівнянь (2.2.16).

Алгоритм знаходження оптимального розподілу надійності між елементами системи за критерієм прогнозованої вартості 
експлуатації для систем з послідовно зв’язаних елементів з ідентичним резервом може бути наступним.

1. З міркувань доцільності надаємо перших наближень усім значенням надійності 
[image: image92.wmf])
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 елементів складної системи. Їх можна вибрати довільно з проміжку (X*, 1). Якщо виходити з припущення початкової рівнонадійності елементів системи, то можна покласти 
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2. Серед заданих статистичних значень надійності 
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 для кожного елемента системи вибираємо ті три значення 
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, що найближче знаходяться до відповідного наближення надійності 
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Якщо трійка значень вибирається не вперше, то перевіряємо, чи не збігається вона з якоюсь раніше вибраною трійкою. При співпаданні двох трійок наступне наближення надійності 
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 покладається рівним середньому арифметичному наближень, що відповідають однаковим трійкам.

3. За вибраними статистичними значеннями 
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 і відповідними їм статистичними значеннями функції вартості експлуатації елементів Ei (
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), Ei (
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) для кожного і-го (i =1, 2, ..., n) елемента системи обчислюємо константи функції вартості експлуатації: (i – з рівняння (2.2.10), (i – за формулою (2.2.11) і (i – за формулою (2.2.12). Залишаємо лише ті параметри (i, що є більшими за одиницю. Якщо якесь значення (i < 1, то покладемо (i = 1.

4. Вибираємо множину елементів (, що мають найменшу кількість резерву 
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5. Порівнюємо параметри функцій вартості експлуатації елементів системи із множини ( за правилом (2.2.21). Вибираємо варіюючий параметр системи 
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 з умови (2.2.21). Якщо таких параметрів декілька, то вибираємо будь-який з них.

6. Обчислюємо однакові для всіх рівнянь складові із системи (2.2.22), а саме: знаменник лівої частини і вираз 
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 за обраним значенням 
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7. Підставляємо наближення xic всіх елементів системи, крім k-го, в рівняння (2.2.22).

а) Якщо права і ліва частини рівняння рівні між собою з точністю (*, то наближення xic вважаємо чинним і позначаємо xic = 
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� Інколи функцію Е(х) достатньо визначити не на всьому проміжку [0,1], а на його деякій частині, якій належить значення надійності елемента х.
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