ідентичними елементами. Оптимізацію проводимо за критерієм вартості (метод, наведений в § 2.1.3) або за критерієм вартості експлуатації (§ 2.2.3). Одержуємо вектор
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який використаємо для оцінки вектора (2.2.64). З формул
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де pi — надійність і-го елемента, випливає
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(2.2.65)

За нижню оцінку 
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 — цілу частину дробу (2.2.65). Тоді вектор 
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 буде «нижньою» оцінкою шуканого вектора 
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. Перехід від вектора 
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 до шуканого здійснюємо за допомогою процедури, описаної у наступному розділі.

2.3. АНАЛІТИЧНИЙ МЕТОД ОПТИМІЗАЦІЇ СТРУКТУРИ 
РЕКОНСТРУКЦІЇ ТА МОДЕРНІЗАЦІЇ СКЛАДНИХ СИСТЕМ

В практиці використання складних систем нерідко наявна ситуація, коли складна система, що надійшла для використання у промисловість чи взята на озброєння у війська, має рівень надійності, який є нижчим за мінімальну сприйнятну надійність, тобто система стає непридатною для користування. За цих умов виникає важлива проблема забезпечення нового рівня надійності системи, який задовольняв би умови використання чи експлуатації системи. Сутністю проблеми є визначення структурного степеня доробки системи, а саме: які елементи системи чи її вузли необхідно доопрацьовувати та до якого рівня повинне відбуватися доопрацювання кожного з елементів системи, щоб задовольнити сприйнятний рівень її надійності. 

Розв’язок цієї проблеми не є однозначним, оскільки теоретично існує як завгодно багато наборів елементів, які можна доопрацьовувати, та як завгодно багато їх нових, вищих рівнів надійнос​ті, забезпечивши які, ми тим самим забезпечимо необхідний рівень надійності всієї системи. Але практична реалізація кожного з таких наборів вимагає значних економічних витрат, причому різниця у вартості реалізації двох деяких наборів може бути досить істотною. Тому розв’язком проблеми повинен бути не будь-який набір елементів, що вимагають доробки з їх новими рівнями надійності, які забезпечать заданий новий рівень надійності системи, а такий, що разом з вище розглянутими умовами має найменшу вартість реалізації його, тобто є оптимальним за критерієм вартості.

Оскільки доробка елемента системи пов’язана з початковим визначенням його рівня надійності, тобто з вимірюванням чи контролем цього рівня, то в літературі часом (наприклад, [74]) процес доробки елемента називають процесом активного контролю, активного вимірювання рівня надійності. А оскільки контроль цей здійснюється до початку функціонування системи (адже це не є контроль у загальноприйнятому сенсі, це — контроль доробки елемента), то природно називати його початковим контролем. Саме в цьому розумінні використовується нижче термін «початковий контроль елемента (системи)», тобто доробка елемента (системи). Слід зауважити, що крім описаного часткового випадку постановки задачі, може також розглядатися задача про оптимальну доробку не окремих елементів системи, а груп елементів або вузлів системи, кожні з яких визначають деякий параметр системи. Тоді розв’язком вихідної задачі є визначення набору параметрів (вузлів) системи, які потрібно доопрацьовувати до деякого рівня, тобто початково контролювати до певної глибини.

2.3.1. Описання постановки задачі

Важливим фактором забезпечення надійності системи є почат​ковий контроль або доробка (доопрацювання) деяких її елементів. Якщо контроль елемента чи параметра є активним (а саме такий контроль ми і розглядаємо), то він передбачає додаткове настроювання «поганого» елемента (параметра), заміну повну або часткову деяких чи всіх частин його, тобто доробку. Активний контроль може призвести до суттєвого приросту надійності елемента чи ймовірності знаходження параметра у потрібних межах. Цим самим підвищиться надійність системи в цілому. Збільшувати її можна було б як завгодно довго, якби це не було пов’язано з матеріальними витратами. Розширення кількості дороблюваних елементів чи параметрів системи, збільшення глибини доопрацювання кожного призводить до відповідного зростання витрат на здійснення доробки. Існує деяка точка (значення рівня доробки), після якої збільшувати витрати на доробку з практичних міркувань стає недоцільним. Виникає задача по відшуканню такої точки, а саме: де необхідно зупинитися при виборі рівня доробки окремого елемента. Для системи в цілому проблема полягає в тому, яку кількість елементів визначити для доопрацювання, щоб не втратилася доцільність виконуваної роботи.

Якщо питання для системи в цілому про кількість контрольованих, тобто призначених для доопрацювання елементів і буде, припустимо, розв’язане, то тут же постане наступна проблема. Нехай система складається з n елементів. Кількість призначених для контролю серед них ми якимось чином встановили. Але які саме з цих n елементів обрати і до якого саме рівня кожний з обраних елементів слід доопрацювати (контролювати)? Зрозуміло, що ці задачі можна розв’язувати лише з урахуванням вартості доопрацювання. Тільки в надзвичайно рідких випадках такі проб​леми мають застосовний сенс без урахування вартості їх вирішення.

Ще раз нагадаємо відомий факт, що в загальному випадку збільшення надійності системи з урахуванням суми витрат зовсім не вимагає поліпшення (доробки), взагалі кажучи, найслабшої її ланки. Мета покращання полягає в тому, щоб удосконалити саме той вузол, який дає найменші витрати коштів при заданому рівні приросту надійності системи. Це знаменує той факт, що рішення про вдосконалення системи має прийматися з урахуванням як одержаного виграшу в надійності системи, так і витрачених на це коштів.

Якщо обмеження на приріст надійності системи за рахунок її доробки задані (бо саме надійність системи диктується практичним виконанням її функціональних обов’язків), то розв’язок задачі доцільно віднайти такий, який забезпечував би мінімальні витрати на вдосконалення та модернізацію. В цьому випадку виникає задача знаходження оптимального набору підконтрольних елементів (параметрів) та рівнів контролю (доробки) кожного з них за критерієм вартості доробки. Оскільки можливі випадки, коли окремі елементи (параметри) системи можуть включатися до неї як послідовно (без резерву), так і дубльованими, як з ідентичним резервом, так і неідентичним, то сформульовану задачу правильно розглядати як для випадку послідовного з’єднання елементів, так і для випадку, коли деякі елементи системи з метою підвищення надійності дублюються такими ж самими чи іншого типу елементами.

При контролюванні не елементів, а параметрів системи послідовному з’єднанню відповідає випадок, коли вихід параметра за дозволені межі призводить до виходу з ладу усієї системи, тобто до відмови системи.

Отже, вихідна задача нами розглядається як задача про оптимальну доробку (реконструкцію) системи, тобто про визначення конкретних елементів системи для доопрацювання та рівнів доробки кожного з визначених елементів, таких, щоб при мінімальних витратах на реконструкцію довести надійність системи до нового вищого фіксованого рівня. Очевидно, що строгий розв’язок цієї задачі не може бути одержаний без формалізації залежності приросту надійності за рахунок початкового контролю (доробки) від витрат на реалізацію цієї доробки, тобто без побудови математичної моделі функції вартості початкового контролю (доробки). Підходи до розв’язку цього питання у літературі висвітлені зовсім мало. У близькій постановці подібна задача сформульована в [106], де запропонована і модель функції вартості зміни середньоквадратичного відхилення параметра, і підхід до розв’язування, який базується на лінеаризації певних залежностей. Саме це робить даний підхід дуже наближеним та неадекватним і, як результат, непопулярним. У подібній же постановці досліджуються задачі в [74] та в деяких інших роботах, але приблизно з аналогічними попереднім наслідками.

2.3.2. Формалізація постановки задачі.
Функція вартості доробки, 
або функція вартості початкового контролю

Надійність системи, закладену в неї ще в процесі виробни​цтва, позначимо через Р. Під цією надійністю розумітимемо ймовірність безвідмовної роботи системи протягом певного відрізка часу або ймовірність перебування параметрів системи за цей час у дозволених межах.

Надійність системи може бути підвищеною порівняно із закладеною Р за рахунок доробки або модернізації її елементів. При цьому рівень доопрацювання елемента з точки зору надій​ності системи визначатиметься новим необхідним рівнем надійності цього елемента порівняно з надійністю р, закладеною в процесі виробництва елемента.

Отже, глибину доробки, модернізацію і-го елемента системи кількісно можна характеризувати приростом xi надійності цього елемента за рахунок доробки (контролю). При цьому, якщо елемент чи вузол не доопрацьовується (не контролюється), то значення xi = 0. Тоді глибину доробки чи реконструкції всієї системи, яка складається в цілому з n окремих елементів (вузлів) або має n параметрів, можна охарактеризувати n-вимірним вектором
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Якщо ж позначити pi надійність і-го елемента системи до початку доробки (до контролю), то після реконструкції (контролю) надійність елемента дорівнюватиме pi + xi. А отже, і надійність системи, що до проведення контролю дорівнювала


[image: image10.wmf]),

(

p

P

P

r

=


після модернізації збільшиться і набуде нового значення:
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Доробка елементів чи контроль параметрів системи вимагають додаткових економічних витрат на поліпшення, причому вони можуть бути настільки істотними, що вартість системи може підвищитися до несприйнятного рівня і від неї доведеться відмовитися. Через це в загальному випадку реконструювати (контролювати) необхідно не всі n елементів чи параметрів системи, а лише деякі з них. При цьому рівень доопрацювання елементів повинен бути неоднаковий, а мати певну глибину доробки, яка забезпечила б приріст надійності кожного елемента на величину, відмінну від значень цього приросту для інших елементів, але саме таку, яка у сукупності забезпечила б новий необхідний рівень надійності системи P* і витрачені на це кошти були б якомога меншими.

У наведених умовах постають наступні питання:

· Яку кількість серед наявних n елементів чи параметрів системи слід доопрацювати чи проконтролювати?

· Якщо відома кількість елементів для доопрацювання (параметрів для контролю), то які саме з наявних n елементів (параметрів) системи слід взяти для цього?

· Якщо відомо, що саме цей елемент чи параметр потрібно доопрацювати, то яка глибина доробки (контролю) при цьому має бути?

Поставлені питання мають смисл лише з урахуванням того, що в результаті доробки (контролю) системі повинен бути забезпечений новий вищий рівень надійності P* і при цьому вартість доробки має бути найменшою серед усіх вартостей усіх можливих модернізацій, які забезпечують системі саме рівень надійності P*. Всі запитання можна поєднати в одне: які елементи (параметри) системи і з якою глибиною потрібно доопрацювати (про​контролювати), щоб при мінімальних витратах (вартості) забезпечити необхідний рівень надійності системи P*, де P* > P? Це питання й складає сутність задачі оптимального розподілу коштів і засобів на модернізацію і доробку (контроль) елементів (параметрів) складної системи, який забезпечує її надійність P*.

Для розв’язування поставленої задачі необхідно дослідити залежність вартості доробки елемента чи контролю параметра від його якості, надбаної за рахунок доробки чи контролю, тобто від додаткового приросту ймовірності xi. В подальшому називатимемо цю залежність функцією вартості доробки елемента чи функцією вартості контролю елемента (параметра). Позначатимемо цю функцію через K(x). Як і при розв’язуванні будь-якої іншої практичної задачі, ми не можемо скористатися тут реальною залежністю вартості доробки від приросту надійності. Для вико​ристання цієї залежності її необхідно формалізувати, що означає для нас побудову аналітичної функції, яка досить повно апроксимізувала б дану залежність, тобто побудувати її математичну модель.

Для побудови математичної моделі — функції K(x) обговоримо властивості, які випливають з її фізичної природи. Якщо даний елемент не поставлений на доопрацювання (не контролюється), тобто глибина його доробки (контролю) x = 0, то кошти на доробку не витрачаються і природно покласти, що початкове значення функції вартості контролю

K (0) = 0.
 (2.3.1)

Збільшення грошових чи інших витрат на доробку елемента дозволяє виконати її якісніше, тобто використати при доопрацюванні якісніші матеріали, ліквідувати неточності налагодження елемента, використати якіснішу відновлювану апаратуру і т.ін. Таким чином, збільшення вкладених в елемент коштів дозволяє підвищити приріст імовірності x. Тому функція вартості доробки (контролю) K(x) є невід’ємною монотонно неспадною функцією ймовірності x. Але збільшуючи кошти для підвищення якості елемента, неможливо досягти його абсолютної якості, тобто рівня надійності елемента, яка дорівнювала б одиниці, або домогтися того, щоб параметр знаходився у дозволених межах з імовірністю одиниці. Навіть при певному наближенні до загальної ймовір​ності, рівній одиниці, доводиться витрачати практично необмежені кошти. Тому природно вимагати, щоб для математичної моделі функції вартості K(x) виконувалася гранична умова:
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 (2.3.2.)

Однією з можливих аналітичних моделей досліджуваної функ​ції вартості доробки, яка достатньо враховує розглянуті вище властивості, може бути запропонована модель такого вигляду:
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де q = 1 – p.

Дійсно, запропонована функція задовольняє граничним умовам (2.3.1) і (2.3.2) та володіє описаними вище властивостями, які випливають з її фізичної суті. Константа А характеризує конкретний елемент (параметр) системи і дозволяє наблизити модель до емпіричної залежності ще в одній, крім крайніх, точці. Значення параметра А саме й повинно визначатися зі статистики вартостей доопрацювання (контролю) таким чином, щоб в області знаходження розв’язку задачі локально апроксимувати з достатнім рівнем точності реальну (емпіричну) залежність вартості доробки елемента від приросту його надійності, яку забезпечують цією вартістю. Інакше кажучи, розрахунковими точками x для визначення константи А повинні бути ті емпіричні значення x, які найближче знаходяться від шуканої точки розв’язку.

Легко бачити, що за допомогою функцій вартостей доробки (контролю) окремих елементів (параметрів) можна подати функцію вартості доробки всієї системи (контролю системи) як суму вказаних функцій: 
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де Ki (xi) — функція вартості доробки і-го (і = 1, 2, ..., n) елемента (параметра). 

Використовуючи введені вище позначення та означення, взяту до розгляду задачу можна формалізувати наступним чином.

Слід визначити, які з n елементів (параметрів) системи потріб​но доопрацьовувати (контролювати) та до якого рівня xi підвищити приріст надійності і-го (i = 1, 2, ..., n) елемента (параметра), щоб забезпечити необхідний рівень надійності системи P* при мінімальних витратах на доопрацювання. Формально розглядувана задача звелася до необхідності мінімізувати функцію 
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 (2.3.5)

2. xi ( 0, 
 (2.3.6)

3. xi < qi. 
 (2.3.7)

Іншими словами, необхідно знайти оптимальне значення 
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, який мінімізував би функцію (2.3.4) за наявності обмеження на змінну (2.3.5) і граничних умов (2.3.6) та (2.3.7). Це означає, що для будь-якого вектора 
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 випливає нестрога нерівність 
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. Якщо зважати на структуру цільової функції 
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 і обмеження (2.3.5), то можемо сказати, що вималювалась типова задача математичного нелінійного програмування, але така, розв’язки до якої ще не знайдені й не досліджені. Отже, як видно, обмеження (2.3.5) залежить від того, яким чином надійності окремих елементів або параметрів визначають надійність системи в цілому, тобто від способу з’єднання елементів в системі. Можуть бути випадки, коли окремі елементи (параметри) дублюються ідентичними або ж неідентичними елементами, і випадки, коли елементи (параметри) взаємозв’язані послідовно, або й комбінації вказаних випадків. Розглянемо для кожного з них знаходження розв’язку поставленої задачі.

2.3.3. Послідовний зв’язок елементів (параметрів) 
у складній системі

Розглянемо систему, що цілком визначається n елементами (параметрами). В цьому параграфі будемо припускати, що елементи системи з’єднані між собою послідовно. Якщо розглядаються параметри системи, то вважаємо, що система перестає бути надійною (настає відмова системи), якщо хоча б один з n параметрів системи вийшов за дозволені межі. Якщо при цьому також припустити, що зміни знаходження параметрів системи у дозволених межах є події випадкові, незалежні в сукупності, то функціональну структуру системи (у смислі надійності) можна інтерпретувати як послідовне з’єднання n елементів. У введених вище припущеннях рівняння обмежень (2.3.5) матиме явну форму:
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Функція вартості контролю також конкретизується й запишеться так:
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 (2.3.9)

Тепер задача звелася до знаходження такого розв’язку рівняння (2.3.8), який забезпечував би мінімум функції (2.3.9). Як ми вже зазначали, подібні задачі нелінійного програмування ще не розв’язані, і тому ми дуже обмежені у виборі методів для знаходження розв’язків. Для визначення оптимальних вимог до доробки кожного елемента (параметра), тобто для знаходження умовного мінімуму функції (2.3.9) з урахуванням обмеження на змінні (2.3.6) і граничних умов (2.3.7) та (2.3.8) скористаємося методом невизначених множників Лагранжа. Оскільки цей стандартний метод ми застосовуємо в нестандартних для нього умовах, то виконаємо це досить гнучко.

Будуємо функцію Лагранжа:
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(2.3.10)

Зауважимо, що у функції (2.3.10) використане лише обмеження у вигляді рівняння (2.3.8) і опущені граничні умови у вигляді нерівностей. Нижче доведемо, що таке часткове використання обмежень приводить до обов’язкового виконання гра​ничних умов (2.3.7), а процедура знаходження шуканого розв’язку забезпечує умову (2.3.6), але позбавляє хід розв’язу​вання задачі взятим методом від введення величезної кількості додаткових невідомих.

Для визначення складових вектора 
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, тобто оптимального набору xi, i = 1, 2, ..., n побудуємо систему n рівнянь. З цією метою обчислимо частинні похідні від функції Лагранжа 
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 по всіх змінних xi та прирівняємо їх до нуля. Одержимо:
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 (2.3.11)

Система рівнянь (2.3.11) містить (n + 1)-е невідоме: n невідомих xi   та (n + 1)-е невідоме (. Якщо до цієї системи долучити рівняння
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 (2.3.12)

що є обмеженням (2.3.5), то одержимо повну систему n рівнянь з n невідомими. Забезпечити повноту системи можна також, якщо від функції Лагранжа знайти похідну по введеній додатковій невідомій (. Це також приведе до рівняння-обмеження (2.3.12). Система (2.3.11), (2.3.12) має розв’язок, і до того ж єдиний. У подальшому цей факт буде доведено.

Для зручності перетворимо рівняння (2.3.11) до вигляду:
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 (2.3.13)

виокремивши їхні однакові частини.

Оскільки вираз, що знаходиться в лівій частині кожного рівняння (2.3.13) один і той самий, то і праві частини рівнянь повинні збігатися. Припустимо, що з деяких фізичних чи практичних умов можна дійти висновку, що для k-го елемента системи обов’язково необхідна доробка. Це означає, що xk > 0. Скористаємося k-м рівнянням (2.3.13) і замість виразу в лівій частині підставимо рівний до нього вираз:
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з біжучого рівняння системи.

Тоді система (2.3.13) перепишеться наступним чином:


[image: image34.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

.

...

,

1

,

1

...,

,

2

,

1

,

2

2

n

k

k

i

x

q

x

p

q

A

x

q

x

p

q

A

k

k

k

k

k

k

i

i

i

i

i

i

+

-

=

-

+

=

-

+


 (2.3.14)

Позначимо спільну праву частину (2.3.14) через Bk, оскільки ми зафіксували її вибором k-го елемента:
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 (2.3.15)

Тоді систему рівнянь (2.3.14) можна записати у вигляді:
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або, переходячи до класичного вигляду рівняння:
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 (2.3.16)

Одержали систему рівнянь другого степеня (2.3.16), що є еквівалентною до системи рівнянь (2.3.11). Дослідимо її на існування та єдиність розв’язку. З цією метою введемо функції
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Рис. 2.3.1

для і-го біжучого рівняння системи. Оскільки при значенні xi = qi 
функції набувають значень 
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 і (i (qi) = 0, то має місце співвідношення 
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. Графічно це означає, що пряма (i (xi) перетне параболу (i (xi) в двох точках xi: одна з точок xi розташована лівіше qi, тобто xi < < qi, а інша — справа від qi, тобто xi > qi. Таким чином, другі корені (рис. 2.3.1) системи рівнянь (2.3.16) не являють для нас інтересу, оскільки вони лежать поза областю фізично дозволених значень xi, тобто поза областю існування розв’язку поставленої задачі і цілком природно, не задовольняють граничним умовам (2.3.7). Із властивостей монотонності й неперервності функцій (i (xi) та (i (xi) випливає, що точка перетину цих кривих зліва від значення xi = q є єдиною. Розрахуємо ці єдині ліві корені системи квадратних рівнянь (2.3.16):
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 (2.3.17)

де 
[image: image43.wmf].
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Обчислимо значення введених функцій на лівих кінцях проміжку [0; qi) — області визначення змінних xi, оскільки граничні значення їх у правих кінцях ми вже порівняли. При xi = 0 функція (i (xi) набуває значення
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а функція (i (xi) перетворюється на число
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Для тих і-х елементів, для яких (i (0) > (i (0), тобто
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Рис. 2.3.2 
Рис. 2.3.3

точка перетину кривих (i (xi) та (i (xi) лежить лівіше від нуля 
(рис. 2.3.2), тобто одержуються значення кореня xi < 0, що суперечить природі змінної xi. Це означає, що доопрацьовувати (контролювати) такий елемент не потрібно, тобто в цій ситуації слід покласти xi = 0, що й забезпечить умову (2.3.6). Якщо для певного і-го елемента значення введених функцій зрівняються (i(0) = (i(0), тоб​то 
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, то точка перетину графіків (i (xi) і (i (xi) потрапить на вісь ординат (рис.2.3.3). При цьому одержується корінь xi = 0, що також означає: доопрацьовувати елемент не потрібно. Гранична умова (2.3.6) забезпечилась автоматично.

Як підсумок маємо: при співвідношенні
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(2.3.18)

покладаємо xi = 0 і доопрацювання і-й, i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n елемент не потребує. І лише коли (i (0) < (i (0), тобто 
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 корінь xi лежить правіше від осі ординат (рис. 2.3.4).

Таким чином, за вибраним значенням рівня приросту надійності xk для k-го елемента системи однозначно визначаємо рівень доробки і-го (i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n) елемента xi за допомогою співвідношень:
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Рис. 2.3.4

Тепер на підставі попередніх теоретичних викладок будуємо схематично процес оптимізації доробки систем. З цією метою вчинимо наступне. Вибираємо варіюючий параметр xk та його значення 
[image: image53.wmf])
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, яке будемо називати першим наближенням. Згідно зі значенням 
[image: image54.wmf])
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 обчислюємо за формулою (2.3.15) величину Bk. Тепер визначаємо множину тих елементів, які не потребують доробки. Для цього перевіряємо умову (2.3.18) для кожного і-го, i = 1, 2, ..., n, i ( k елемента. До тих елементів, що не потрапили в цю множину, застосовуємо формулу (2.3.17) і знаходимо 
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 — перші наближення рівнів доробки кожного з елементів (i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n) за вибраним рівнем xk. Потім у згоді із співвідношенням (2.3.12) розраховуємо перше наближення надійності системи P (1). Далі перевіряємо, наскільки обчислене значення надійності системи P (1) забезпечує необхідний рівень P*, для чого обчислюємо модуль різниці
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Якщо значення 
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 лежить у межах необхідної точності (*, тобто
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то обчислений набір 
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 буде оптимальним шуканим розв’язком задачі. В протилежному випадку цей розв’язок потрібно уточнювати. Уточнення починають зі зміни варіюючого параметра xk. Оскільки функція (i є монотонно зростаючою функцією параметра xk для xk ( (0, qk), то збільшення xk будуть тягнути за собою зростання значень xi, i = 1, 2, ..., k – 1, 
k + 1, ..., n, і навпаки. Тому, якщо 
[image: image60.wmf],

~

k

k

x

x

>

 то корінь рівняння 
[image: image61.wmf])

(

)

(

~

i

i

i

i

x

x

k

x

y

=

j

 буде більшим за корінь рівняння 
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 (рис. 2.3.5). А оскільки функція 
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 що визначається лівою частиною формули (2.3.12), є монотонно зростаючою по всіх змінних xi, то вона як функція однієї змінної xk, своєї поведінки не змінить, тобто буде зростаючою: 
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Рис. 2.3.5
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Отже, ітераційний процес уточнення xk буде таким:

— якщо 
[image: image66.wmf])

(

r

k

x

 відповідає 
[image: image67.wmf],

)

(

*

>

P

P

r

 то наступне значення 
[image: image68.wmf])

1

(

+

r

k

x

 повинне бути меншим за 
[image: image69.wmf])

(

r

k

x

: 
[image: image70.wmf])

1

(

+

r

k

x

 < 
[image: image71.wmf])

(

r

k

x

 і викликати 
[image: image72.wmf])

(

)

1

(

r

r

P

P

<

+

; 

— якщо ж 
[image: image73.wmf])

(

r

k

x

 є таким, що 
[image: image74.wmf],

)

(

*

<

P

P

r

 то наступне значення 
[image: image75.wmf])

1

(

+

r

k

x

 повинне бути збільшеним, тобто 
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Крок наближення 
[image: image78.wmf])

(

)

1

(

r

k

r

k

x

x

-

=

D

+

 повинен зменшуватися разом із зменшенням величини ((r). Його можна обчислювати за допомогою лінійної інтерполяції за формулою:
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де 
[image: image80.wmf]r
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 — останній перед r номер наближення, якому відповідає число 
[image: image81.wmf])
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, що лежить по інший бік, ніж число P (r) відносно значення P*.

Отже, система співвідношень (2.3.19) разом із рівнянням (2.3.12) дає можливість методом послідовних наближень визначити ті елементи чи параметри системи, які потрібно доопрацьовувати (контролювати), а також рівень доопрацювання (контролю) кожного елемента (параметра). При цьому буде забезпечений необхідний рівень надійності системи P*, а економічні витрати на його забезпечення будуть мінімальними.

Використовуючи одержані співвідношення, можна коротко описати схему алгоритму послідовних наближень до оптимального розв’язку 
[image: image82.wmf]*
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1. Обираємо навмання (але краще той, що з практичних міркувань, напевно, необхідно доопрацьовувати) 
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-й елемент, рівень доробки якого 
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 приймається за варіюючий параметр при першому наближенні.

2. Вибираємо перше наближення варіюючого параметра 
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 і позначаємо його 
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3. Обчислюємо значення 
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 за формулою (2.3.15), яке відповідає величині 
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4. Знаходимо множину елементів, які потребують доопрацювання, тобто перевіряємо умову (2.3.18) для кожного елемента.

5. Обчислюємо перші наближення 
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, подаючи їх через значення 
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 за допомогою системи (2.3.19), тобто знаходимо перше наближення вектора 
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 (у формулі (2.3.19) замість k використовуємо 
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6. Знаходимо основний варіюючий параметр xk та його перше наближення 
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7. Визначаємо перше наближення рівня надійності системи 
[image: image95.wmf](
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 за формулою (2.3.12).

8. Розраховуємо величину ((1) згідно з формулою (2.3.20). Порівнюємо ((1) з необхідним рівнем точності (* і одержуємо можливі наслідки:

а) ((1) ( (*. Тоді процес розв’язування завершуємо і оптимальним розв’язком покладаємо вектор 
[image: image96.wmf])
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б) ((1) > (*. Отриманий розв’язок 
[image: image97.wmf])
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 будемо наближати до оптимального.

Оцінюємо друге наближення xk, тобто знову переходимо до пункту 2 алгоритму і продовжуємо далі за аналогією до поперед​нього.

Якщо наявне r-е незадовільне (r ( 2) наближення, то подальший процес обчислень можна звести до схеми таким чином:

9. Вибираємо або обчислюємо за формулою (2.3.21) крок для подальшого наближення (r.

10. Оцінюємо знак кроку (r, який збігається із знаком різниці P* – P (r) , тобто
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11. Обчислюємо (r + 1)-е наближення xk за формулою 
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12. Знаходимо значення Bk за допомогою формули (2.3.14), що відповідає значенню 
[image: image100.wmf])
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13. Визначаємо множину елементів системи, що потребують доробки, тобто для кожного елемента системи перевіряємо умову (2.3.18).

14. Обчислюємо (r + 1)-е наближення для значень xi (i ( k) за значенням 
[image: image101.wmf])
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 за допомогою рівнянь (2.3.19).

15. Знаходимо (r + 1)-е наближення рівня надійності системи, використовуючи формулу (2.3.12).

16. Оцінюємо ступінь наближення ( (r + 1) знайденої надійності P (r + 1) до необхідного рівня P* за допомогою формули (2.3.20).

17. Порівнюємо величини ( (r + 1) і (*. Якщо має місце нерівність

( (r + 1) ( (*, 
(2.3.22)

то процес обчислень завершуємо, і розв’язок вихідної задачі 
[image: image102.wmf])
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 буде шуканим. У протилежному випадку знову переходимо до пунк​ту 9 схеми і продовжуємо процес обчислень до одержання необхідної точності, тобто доки не отримаємо співвідношення (2.3.22).

Варто зауважити, що у випадку, коли крок варіації вибирається без урахування формули (2.3.21), змінювати, тобто зменшувати його слід лише тоді, коли змінюється знак величини P* – P (r + 1). При порушенні цього правила може статися наступне.

Якщо величина P* – P (r + 1) знаку не змінила, то при зменшенні кроку величина P (r) може весь час залишатися по один бік від величини P*.

Якщо ж величина P* – P (r + 1) знак змінила, то при незмінному прирості ( наступне наближення P (r + 1) може співпасти з попереднім P (r – 1), тобто процес послідовних наближень P(r) коливатиметься навколо P*, не наближаючись до нього.

Потрібно також відмітити, що процес послідовного наближення збігається відносно швидко, оскільки всі використані функ​ції є строго монотонними. Час, протягом якого продовжуються обчислення, тобто їх об’єм істотно залежить від числа


[image: image103.wmf],

)

(

r

P

P

-

³

d

*

*


де (* — будь-яка наперед задана необхідна точність розв’язку.

Інколи на швидкість збіжності обчислень позитивно впливає повторний вибір варіюючого параметра після кожних трьох–чотирьох кроків наближення.

2.3.4. Паралельно-послідовний взаємозв’язок
елементів системи з ідентичним дублюванням

Будемо розглядати в цьому параграфі задачу, яка досліджується в даному розділі, за умови, що система має резерв, тобто і-й елемент задубльований ідентичним йому (si – 1)-м елементом. В іншій постановці цієї задачі дублюються параметри системи. Легко бачити, що для розглядуваного випадку математична модель системи рівнянь другого степеня із попереднього параграфа не підходить. Це пояснюється тим, що змінюється не лише функція вартості доробки системи 
[image: image104.wmf])
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(2.3.23)

що узгоджується з технічною надійністю при доробці елементів або функціональною при поліпшенні параметрів структурою складної системи, а функція вартості доробки враховує як елементи системи, так і елементи резерву кожного
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(2.3.24)

У введених позначеннях формальна постановка вихідної задачі набуває такого вигляду.

Необхідно мінімізувати цільову функцію (2.3.24) за наявності обмеження на змінні
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і граничних умов
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Отже, маємо класичну постановку задачі нелінійного програмування, до якої, на жаль, не знайдено такого ж класичного розв’язку.

Умовний мінімум функції (2.3.24) по аналогії до попереднього будемо знаходити за допомогою метода невизначених множників Лагранжа. Аналітичний запис функції Лагранжа для даного випадку обмежимо векторним виглядом
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 (2.3.28)

Обчислюємо її частинні похідні по всіх змінних xi:
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Диференціювання по додатковій змінній ( наводити не будемо, оскільки, як ми показали раніше, після порівняння цієї похідної з нулем все одно одержується рівняння надійності системи, що буде використано лише під кінець процесу розв’язування задачі як рівняння зв’язку.

Похідні прирівнюємо до нуля. Одержимо наступну систему рівнянь:
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(2.3.29)

Система рівнянь (2.3.29) має n невідомих xi та (n + 1)-е невідоме (. Для забезпечення її повноти долучимо до неї рівняння надійності (2.3.25). Знайдемо розв’язок цієї системи. Для цього вибираємо основний варіюючий параметр системи xk, виходячи з припущення, що k-й елемент системи потребує контролю, тобто xk > 0. Для пришвидшення збіжності процесу послідовних наближень до шуканого розв’язку під xk будемо розуміти той елемент системи, для якого виконується співвідношення
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після того, як будуть знайдені значення першого наближення для всіх значень надійності елементів системи. Тепер у кожному рівнянні (2.3.29) відокремимо однаковий вираз
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в одну із частин рівнянь, після чого замінимо його виразом із k-го рівняння
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який позначимо через Bk. Тепер зведемо рівняння до вигляду степеневих, і система (2.3.29) запишеться у вигляді:
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 (2.3.32)

Розв’яжемо систему (2.3.32). Розглянемо і-е рівняння системи. Оскільки це є степеневе рівняння з натуральним показником si + 1, то його поведінка цілком залежатиме від того, пар​ним чи непарним є показник. Зупинимося на кожному з цих випадків.

Нехай кількість резерву разом з основним елементом системи si є парним числом. Тоді рівняння (2.3.32) буде непарного степеня. Подамо його як рівність двох степеневих функцій — лівої та правої частин
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що введені наступним чином
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Очевидно, що функція 
[image: image120.wmf])
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 — парна, її вершина має абсцису qi, гілки кривої графіка функції напрямлені вниз, а сама крива зміщена вгору. Функція ж 
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 є непарною, спадною, з вершиною на осі абсцис у точці xi = qi. Оскільки ці функції є монотонними зліва від xi = = qi, причому 
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 — спад​на (рис. 2.3.6 та 2.3.7), то існує єдиний корінь і-го рівняння системи (2.3.32). Але цей корінь може лежати лівіше або правіше осі ординат. Визначити його розташування можна, порівнюючи значення функцій (2.3.34) при xi = 0. Якщо корінь розміщений правіше осі ординат (рис. 2.3.6), то він належить інтервалу обмежень [0, qi), тобто задовольняє граничним умовам (2.3.26) і (2.3.27), що не були введені до аналітичного запису функції Лагранжа. Саме таке його розташування можливе, коли 
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. Аналітично цей факт має вигляд нерівності:
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Корінь з необхідною точністю можна знайти послідовними наближеннями методом хорд або дотичних. Якщо нерівність (2.3.35) не виконується, то це означає, що 
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, корінь має від’ємне значення (рис. 2.3.7) і не потрапляє в область визначення. Тоді і-й елемент системи доопрацьовувати не потрібно, і в цьому випадку необхідно покласти xi = 0.

Нехай тепер кількість резерву si є непарною. Систему рівнянь (2.3.32) подамо у такому самому вигляді
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але функції 
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 мають тепер дещо інші позначення:
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(2.3.37)

Зміною позначень ми досягли збереження парності чи непарності функцій.
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Рис. 2.3.6
 Рис. 2.3.7

Як було показано вище, нас цікавить область xi < qi. В ній функції 
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 є монотонними (аналогічно до функцій (2.3.34)), причому функція 
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 — зростаюча, а 
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 — спадна (рис. 2.3.6 та 2.3.7). Отже, в цій області існує єдиний корінь 
і-го рівняння, який ми обчислюємо чисельними методами. Але його слід шукати лише тоді, коли він задовольнятиме умові (2.3.26), для чого повинна виконуватись вимога (2.3.35). В протилежному випадку корінь розглянутого рівняння є від’ємним, і необхідно покласти xi = 0, що відповідає положенню, коли і-й елемент не вимагає доопрацювання.

Співвідношення (2.3.31) — (2.3.37) дозволяють за заданим рівнем глибини доопрацювання k-го елемента обчислити значення xi, i = 1, 2, ..., k –1, k + 1, ..., n глибини доробок усіх інших елементів. Тепер використовуємо формулу (2.3.23) і за її допомогою оцінюємо значення ((1) — відхилення одержаного значення надійності системи 
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 одержане при першому наближенні, тобто при обраному першому значенні параметра xk:
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Якщо величина ((1) не забезпечує необхідний рівень точності (* розв’язку, тобто нерівність ((1) ( (* не виконується, то вибираємо наступне наближення 
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 для шуканої величини xk.

Повернемося ще раз до дослідження властивостей функцій 
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, але вже по параметру xk. Помічаємо, що вони є монотонними відносно параметра. Якщо кількість резерву si набуває парного значення, то функція 
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 при цьому є сталою, оскільки не залежить від змінної xk, а функція 
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 — зростаючою. В цьому легко переконатися, взявши похідну від функції: 
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. Якщо ж кількість резерву si є непарним числом, то функція 
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 — постійна. Це означає, що зі збільшенням значення параметра xk будуть зростати (а точніше, не спадати) значення всіх величин xi (i ( k) приросту надійності кожного елемента. На рис.2.3.8 та 2.3.9 показана поведінка функцій 
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 для випадків відповідно парного та непарного значення кількості резерву si.
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Рис. 2.3.8 
Рис. 2.3.9

Побудована на рисунках пунктирна лінія відповідає збільшеному значенню параметра xk. З описаної поведінки функцій випливає таке правило для подальшого визначення значення наближення величини xk: якщо перше наближення 
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 відповідає значенню P(1), для якого має місце співвідношення P* > P(1), то наступне значення xk має бути збільшеним, тобто 
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, і навпаки, якщо P* < P(1), то наступне значення 
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 необхідно взяти меншим 
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; якщо і друге наближення P(2) не забезпечує точності 
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 то будуємо подальші наближення, зменшуючи крок варіації xk у відповідності до способу, описаного у попередньому параграфі.

Дана процедура послідовних ітерацій наблизить певне значення P (m) до необхідного рівня надійності всієї системи P* з наперед заданою точністю (*. Всю процедуру знаходження оптимального набору елементів системи, призначених для доопрацю​вання, і глибини їх доробки при найменшій вартості для системи з послідовним зв’язком ідентично задубльованих елементів можна подати у вигляді наступного алгоритму. 

1. З міркувань доцільності або довільно вибираємо варіюючий параметр xr першого наближення та надаємо йому значення 
[image: image155.wmf])
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 першого наближення, що також є довільним в області допустимого проміжку (0, qr).

2. Обчислюємо Br за формулою (2.3.31).

3. Перевіряємо вимогу (2.3.35) для всіх елементів i = 1, 2, ..., r – 1, r + 1, ..., n системи і відбираємо ті елементи, які потребують доопрацювання, тобто задовoльняють нерівність. Решта елементів, для яких нерівність (2.3.35) не виконується, доопрацьовуватись не будуть і для них покладемо перше наближення 
[image: image156.wmf])

1

(

i

x

 = 0. 

4. Визначаємо парність резерву si, i = 1, 2, ..., n. Якщо si парне, то переходимо до пункту 5, якщо непарне, то – до пункту 6. Перевіряємо умову (2.3.35).

5. Складаємо функції 
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 за формулами (2.3.34) і розв’язуємо рівняння (2.3.33), з якого перші наближення 
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 подаємо через наближення 
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 для відібраних елементів. Для цього довільне значення xic ( (0; qi) підставляємо в рівняння (2.3.33) і обчислюємо його ліву та праву частину.

а) Якщо рівняння виконується з точністю (*, то покладаємо xic за перше наближення і позначаємо 
[image: image161.wmf])
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. Переходимо до пункту 7.

б) Якщо рівність не виконується досить точно, то вибираємо наступне наближення xic+1 за правилом: xic+1 > xic, якщо 
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, тобто ліва частина рівняння менша за праву, і навпаки, xic+1 < xic, якщо 
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. Значення xic+1 знову підставляємо в рівняння (2.3.33).

6. Складаємо функції 
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 за формулами (2.3.37) і розв’язуємо рівняння (2.3.36), з якого перші наближення 
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 для відібраних до доопрацювання елементів з непарним резервом подамо через наближення 
[image: image167.wmf])
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. Для цього довільне значення xic ( (0; qi) підставляємо в рівняння (2.3.36) і порівнюємо його праву та ліву частину.

а) Якщо рівняння задовoльняється значенням xic із заданим рівнем точності (*, то покладаємо xic = 
[image: image168.wmf])
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 за перше наближення.

б) Якщо ліва частина рівняння менша за праву, то вибираємо наступне наближення xic+1 > xic і підставляємо знову в рівняння (2.3.36). Якщо ліва частина рівняння більша за праву, то xic+1 < xic.
7. Визначаємо основний варіюючий параметр xk та його перше наближення 
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 у відповідності до умови (2.3.30).

8. Обчислюємо перше наближення P (1) надійності системи за формулою (2.3.23) і порівнюємо його із заданим значен-
ням P*.

а) Якщо |P (1) – P*| ( (*, то перші наближення 
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, i = 1, 2, ..., n всіх приростів надійності елементів системи — оптимальні, тобто є шуканим розв’язком задачі 
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б) Якщо | P(1) – P* | > (*, то вибираємо друге наближення 
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 головного варіюючого параметра, користуючись правилом:
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і переходимо до пункту 2 цього алгоритму.

Процес послідовних наближень P (m) до P* є збіжним. Це легко показати, користуючись властивостями функцій 
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, які є монотонними в розглянутій області по всіх своїх аргументах.

2.3.5. Наявність неідентичного резерву
при паралельно-послідовному взаємозв’язку елементів

Система, описана в попередньому параграфі, може мати неідентичні резерви для кожного елемента. Тобто, кожен і-й 
елемент з n елементів системи задубльований (si – 1)-м неідентич​ним елементом, має надійність 
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, відмовляє з імовірністю 
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 та в перспективі потребує збільшення надійності на величину 
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, ji = 
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. Використовуючи досвід попередніх параграфів, можна сказати, що потребуємо побудови моделі, відмінної від усіх попередніх, оскільки у відповідності до структури системи видозмінились як рівняння надійності системи, так і досліджувана на умовні екстремуми функція вартості доопрацювання системи та граничні умови, за яких наявність цього екстремуму є доцільною для практичного використання.

Функція вартості контролю системи становить суму вартостей контролю всіх елементів системи і у згоді зі структурою системи, що не має повторюваних елементів, є подвійною сумою по кожному з індексів:
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Рівняння надійності системи, що в майбутньому відіграватиме роль рівняння зв’язку або обмеження, має відповідати будові сис​теми, враховувати послідовно-паралельний зв’язок її елементів та їх відмінність у сукупності:
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Стандартна постановка задачі: знайти й обчислити умовний екстремум функції багатьох змінних (2.3.38) за наступного обмеження на її змінні
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і граничних умов


[image: image188.wmf]i

ij

x

 ( 0, 
(2.3.40)


[image: image189.wmf]i

ij

x

< 
[image: image190.wmf]i

ij

q

 —
 (2.3.41)

має знайти нестандартне вирішення. Нестандартність його полягатиме в тому, що при застосуванні методу невизначених множників Лагранжа до відшукання екстремуму функції ми використаємо лише одне обмеження – рівняння зв’язку (2.3.39). Це обмеження надасть можливості забезпечити системі новий вищий рівень надійності P* > P. Решту обмежень, а саме граничні умови у вигляді нерівностей (2.3.40) та (2.3.41) ми забезпечимо або відшуканням розв’язку поставленої задачі, або ж доведенням, що вони неминуче випливають з накладеного обмеження (2.3.39). Отож, складаємо функцію Лагранжа, яка врахувала обмеження на змінні (2.3.39), для мінімізації функції K(
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Якби ми намагалися скористатися класичним методом невизначених множників Лагранжа і ввести до функції Лагранжа граничні умови, то: по-перше, граничні умови попередньо довелося б зводити до стандартного вигляду за допомогою додаткових невідомих, тобто збільшити кількість невідомих вдвічі; по-друге, кожну граничну умову також забезпечувати додатковою змінною, щоб ввести її до функції Лагранжа. Тобто, не вводячи умов (2.3.40) і (2.3.41) до функції f (
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, (), ми просто позбавились від величезної кількості додаткових невідомих. За вибраних нами умов кількість невідомих у функції f (
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, () зросла лише на одиницю і складає в сумі 
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 штук. Стільки ж частинних похідних необхідно знайти від функції Лагранжа по кож​ній із вказаних змінних:
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i = 1, 2, ..., n; ji = 1, 2, ..., si;
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Прирівнюючи до нуля кожну з цих похідних
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i = 1, 2, ..., n; ji = 1, 2, ..., si;
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одержуємо систему з 
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 рівнянь з такою ж кількістю невідомих. Як бачимо, останнє рівняння системи є рівнянням зв’язку. Воно забезпечує нам повноту системи, тобто достатню кількість рівнянь системи при наявній кількості невідомих у ній. Розглянемо перших 
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 рівнянь, звівши їх для зручності до виду


[image: image202.wmf],

)

(

)

(

1

)

(

1

1

1

1

1

Õ

-

Õ

-

-

×

-

=

Õ

ú

û

ù

ê

ë

é

Õ

-

-

l

-

=

=

=

=

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

l

l

l

l

s

p

ip

ip

s

j

ij

ij

ij

ij

ij

ij

n

l

s

j

lj

lj

x

q

x

q

x

q

q

A

x

q

 
(2.3.42)

i = 1, 2, ..., n; ji = 1, 2, ..., si,

у якому ліві частини всіх рівнянь були б однаковими. Рівність лівих частин дає можливість зробити висновок про рівність правих частин усіх рівнянь та порівнювати їх між собою.

Щоб вибрати рівняння, праву частину якого можна прирівнювати до інших правих частин, розглянемо параметри системи Ai1, i = 
[image: image203.wmf]n

,

1

. Виберемо серед них параметр Ak1, який задовольняв би співвідношенню:
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Це є параметр системи, що відповідає одному з «основних» елементів k1 системи.

Виділимо із системи (2.3.42) підсистему, що відповідає резерву вибраного елемента k1. Це будуть рівняння, у яких права частина містить фіксований перший індекс k:
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 (2.3.44)

jk = 1, 2, ..., sk.

Серед елементів цього резерву, нехай це буде (kmk)-й елемент, виберемо такий, параметр 
[image: image206.wmf]k

km

A

 якого є найбільшим серед аналогічних параметрів резерву:
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(2.3.45)

Елемент kmk матиме варіююче значення величини приросту надійності 
[image: image208.wmf]k
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 у резерві та одночасно буде головним варіюючим параметром усієї системи.

Тепер можемо прирівняти праві частини рівнянь підсисте-
ми (2.3.44) до правої частини (kmk)-го рівняння цієї ж підсистеми, виключивши з розгляду однакові ліві частини разом із змінною (:
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jk = 1, 2, ..., mk – 1, mk + 1, ..., sk,

або після спрощення
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Одержали систему рівнянь, з якої визначатимемо змінні 
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, jk = 1, 2, ..., mk – 1, mk + 1, ..., sk через варіюючий параметр 
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. Оскільки одержана система є лінійною, то кожне її рівняння 
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 (2.3.46)

jk = 1, 2, ..., mk – 1, mk + 1, ..., sk
може бути легко розв’язане і досліджене.

Варіюючий параметр 
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 добирається довільно, виходячи із здорового глузду, такий, що 
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>0. Цим задовoльняються два з обмежень (2.3.40) та (2.3.41) для під​системи (2.3.44). Покажемо, що решта цих обмежень також 
виконуються. Залежність змінної 
[image: image218.wmf]k
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 від величини параметра 
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 показана на рис. 2.3.10.
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Рис. 2.3.10

Легко бачити, що при співвідношенні параметрів (2.3.45) в області допустимих значень параметра 
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 змінна 
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 набуває лише невід’ємних значень, що забезпечує виконання обмежень (2.3.40). Функція (2.3.45) є зростаючою відносно параметра 
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, що виступає її аргументом, а це унеможливлює ситуацію, коли б настала нерівність 
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kj

q

. Цим самим забезпечується виконання обмежень (2.3.41) для підсистеми (2.3.44).
Отже, за вибраним варіюючим параметром 
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 можемо обчислити значення змінних 
[image: image227.wmf]k
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, jk = 1, 2, ..., mk – 1, mk + 1, ..., sk, використавши для цього формулу (2.3.46). Маємо тепер всі значення наближень приростів надійності 
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, jk = 
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 для елементів резерву (k1)-го елемента та його самого.

В підсистемі ж (2.3.44) маємо тепер цілком визначені праві частини. Використаємо одну з них, а саме для (k1)-го елемента, позначивши:
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Повернемося тепер до системи рівнянь (2.3.42) й перейдемо до обчислення оптимальних значень приростів надійності 
[image: image231.wmf]i
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 для всіх інших, крім (k1)-го, елементів системи та їх резервів. Для цього в системі прирівняємо праву частину рівняння (k1)-го, що позначена D (k), до правої частини довільного (iji)-го рівняння (i = 1, 2, k – 1, k + 1, ..., n; ji = 1, 2, ..., si):
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(2.3.48)

Визначені через головний варіюючий параметр 
[image: image233.wmf]k
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 ліві частини D(k) цих рівнянь є однаковими, а тому мусять бути рівними і їхні праві частини.

Наступним кроком буде виділення із сукупності рівнянь (2.3.48) такої підсистеми, яка давала б можливість через головне варіююче значення 
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 подати значення 
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 для елементів резерву і-го (i = 1, 2, k – 1, k + 1, ..., n) основного елемента складної сис​теми. Для цього достатньо зафіксувати перший індекс і в рівняннях системи та прирівняти праві частини біжучих рівнянь до правої частини одного з них. Це має бути рівняння, приріст надійності елемента якого відіграватиме роль варіюючого параметра в резерві і-го елемента системи. Позначимо шуканий параметр 
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. Елемент резерву, якому відповідає ця змінна, повинен мати таке значення константи 
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, яке було б найбільшим порівняно з константами 
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, ji = 1, 2, ..., hi – 1, hi + 1, ..., si інших елементів резерву
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Тож, виділяємо підсистему для резерву і-го «основного» елемента системи:
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i = 1, 2, k – 1, k + 1, ..., n; ji = 1, 2, ..., hi – 1, hi + 1, ..., si.

Система значно спрощується
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і зводиться до лінійних рівнянь щодо невідомих змінних 
[image: image242.wmf]i
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. Процес розв’язування цих рівнянь, їх розв’язок повністю повторює наведений вище розв’язок (2.3.46). При цьому доводиться виконання обмежень (2.3.40) та (2.3.41) для всіх значень 
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 даної підсистеми.

Подані через варіюючий параметр 
[image: image244.wmf]i
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 значення змінних 
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, ji = 1, 2, ..., hi – 1, hi + 1, ..., si підставляються у рівняння (2.3.48), що тепер відіграє роль рівняння зв’язку. Одержані всі значення змінних 
[image: image246.wmf]i
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, i = 1, 2, ..., n; ji = 1, 2, ..., si підставляються в рівняння надійності системи (2.3.39), яке несе на собі навантаження рівняння «зв’язку зв’язків». Всі рівняння зв’язку мають задовольнятися з установленим рівнем точності. Якщо цього не відбувається, то варіюючі параметри потребують надання їм нових, інших значень.

Подамо алгоритм оптимізації доробки системи з неідентичним резервом при паралельно-послідовному взаємозв’язку елементів у системі.

1. Проглядаємо константи функцій вартостей контролю Ai1, i = 1, 2, ..., n основних елементів системи та вибираємо найбільшу з них Ak1. Якщо таких констант є кілька, то беремо будь-яку з них. Основний варіюючий параметр системи знаходитиметься в резерві (k1)-го елемента.

2. Розглянемо значення констант функцій вартостей контролю 
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, jk = 1, 2, ..., sk елементів з резерву (k1)-го елемента та виберемо найбільшу з них 
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. Якщо таких констант є кілька, то можемо взяти будь-яку. Тепер 
[image: image249.wmf]k

km

x

 є головним варіюючим параметром системи. Значення змінної 
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 вибирається довільно з області визначення 0 < 
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 або з певних практичних міркувань і вважається першим наближенням 
[image: image253.wmf])
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 варіюючої змінної.

3. З рівняння (2.3.46) через значення 
[image: image254.wmf])
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 варіюючого парамет​ра обчислюємо перші наближення 
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, jk = 1, 2, ..., mk – 1, mk + 1, ..., sk значень приростів надійності для всіх елементів резерву (k1)-го елемента і самого цього елемента. Тепер маємо перші наближення 
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 для значень 
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, jk = 
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, k-го головного елемента і його резерву.

4. Обчислюємо перше наближення D(k1) величини D(k) за формулою (2.3.47).

5. Проглядаємо по черзі всі основні елементи і1, i = 1, 2, ..., 
k – 1, k + 1, ... , n та їх резерви на предмет виявлення в резерві iji (ji = 
[image: image259.wmf]i
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,
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) кожного (ihi)-го елемента з найбільшою константою 
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 серед аналогічних констант даного резерву. Параметр 
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 приймаємо за варіюючий у кожному конкретному резерві, надаємо йому першого наближення 
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 з міркувань доцільності або довільно з області допустимих значень (0; 
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6. З рівняння (2.3.49) знаходимо перші наближення 
[image: image264.wmf])
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, ji = 1, 2, ..., hi – 1, hi + 1, ..., si для всіх біжучих елементів резерву і-го елемента і самого цього елемента через значення варіюючого параметра резерву 
[image: image265.wmf])
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. Цю операцію проробляємо для кожного 
і-го, i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n резерву. Таким чином одержуємо значення 
[image: image266.wmf])
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, ji = 
[image: image267.wmf]i

s

,

1

 як для основного елемента, так і для його резерву.

7. Одержані наближення підставляємо в праву частину формули (2.3.48) і одержуємо перше наближення значення D(i), а саме D(i11).

8. Порівнюємо значення D(k1) і D(i11). 

а) Якщо D(i11) = D(k1) із заданим рівнем точності, то перші наближення 
[image: image268.wmf])
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, i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n; ji = 1, 2, ..., si є чинними для подальших обчислень.

б) Якщо D(i11) < D(k1), то збільшуємо значення варіюючого параметра 
[image: image269.wmf])
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, i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n, оскільки функція (2.3.46) є зростаючою, і переходимо до пункту 6 цього алгоритму.

в) Якщо ж D(i11) > D(k1), то значення параметра відповідно змен​шуємо і переходимо до пункту 6.

Цю операцію виконуємо з кожним основним елементом (крім k-го) і його резервом, параметри яких не задовольняють умову (2.3.48), доти доки якесь r-те наближення D(i1r) не співпаде з необхідним рівнем точності ( зі значенням D(k1). Таке значення величини D(i) можемо вважати діючим наближенням і позначити D(i1r) = D(i1).

9. Всі одержані наближення 
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, jk = 1, 2, ..., sk, 
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, i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n; ji = 1, 2, ..., si значень параметрів 
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, i = 
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, ji = 
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 підставляємо у рівність (2.3.39). Одержуємо перше наближення P(1) для надійності всієї складної системи.

а) Якщо P(1) = P* з необхідним рівнем точності | P(1) – P* | < (, то вказані наближення є оптимальним розв’язком задачі 
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, i = 
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, ji = 
[image: image278.wmf]i

s

,

1

.

б) Якщо ж P(1) < P*, чи P(1) > P*, то вибираємо друге наближення 
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 головного варіюючого параметра 
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 відповідно менше чи більше за перше наближення 
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 і переходимо до пункту 3 цього алгоритму. Обчислення продовжуємо доти, поки при якомусь t-му наближенні 
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 головного варіюючого параметра 
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 він і всі подані через нього наближення 
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, jk = 1, 2, ..., mk – 1, mk + 1, ..., sk і 
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, i = 1, 2, ..., k – 1, k + 1, ..., n; ji = 1, 2, ..., si не задовoльнять усі рівняння зв’язків (2.3.48) і (2.3.39) з рівнем точності (. Одержані значення рівнів доопрацювання кожного елемента системи є шуканими, тобто є розв’язком поставленої в цьому параграфі задачі 
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, i = 1, 2, ..., n; ji = 1, 2, ..., si.
Зауваження. Покладаючись на досвід читача, одержаний у двох попередніх розділах, в алгоритмах даної глави ми опускали частини, де йдеться про знаходження констант функції вартості доопрацювання за допомогою наявних статистичних даних. Обчислити константи досить просто, але слід пам’ятати, що статистичні значення 
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 необхідно вибирати якомога ближче до точки розв’язку задачі. Тому, одержавши нове наближення для значення 
[image: image289.wmf]k
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 головного варіюючого параметра, слід перераховувати значення всіх констант функцій вартостей за найближчими статистичними даними до діючих наближень.

2.3.6. Забезпечення надійності системи
оптимізацією резерву її елементів

Розглянемо вихідну задачу забезпечення нового рівня надійності системи, що досліджується в цьому розділі, у припущенні, що елементи системи не доопрацьовуються, а додатково резервуються (дублюються). У цих припущеннях важливе практичне значення має задача визначення резерву кожного елемента системи, який забезпечував би новий необхідний рівень надійності системи за мінімальних на це витрат.

Формалізуємо задачу.

Розглянемо складну систему, яка містить n елементів, кожен з елементів має надійність pi (i = 1, 2, ..., n) і резерв si – 1, тобто задубльований si разів. Надійність системи визначається надійністю її елементів за допомогою співвідношення:
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Отже, надійність системи є функцією двох векторних аргументів 
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Оскільки ми будемо варіювати лише вектор резерву 
[image: image294.wmf]s
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, а величина надійності елементів 
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 залишатиметься при цьому незмінною, то зручно цю функцію розглядати лише як функцію одного векторного аргументу і позначити таким чином:

P = P(
[image: image296.wmf]s

r

). 
(2.3.51) 

Необхідно визначити такий вектор 
[image: image297.wmf]s

r

* з компонентами 
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, що забезпечував би новий, необхідний рівень надійності P* всієї сис​теми при мінімальних на це витратах. Компоненти вектора мають при цьому задовольняти умовам
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 ( si, i = 1, 2, ..., n. 
(2.3.52) 

Очевидно також, що повинна виконуватися нерівність P* > P.

Подамо надійність системи P через надійність її блоків zi, i = 1, 2, ..., n, де під і-м блоком будемо розуміти і-й елемент системи разом з його резервом. Надійність блоків має таке аналітичне подання:
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При збільшенні резерву і-го елемента на (si надійність і-го блоку також збільшиться на приріст (zi, яке позначимо через xi. 

Розпишемо цей приріст


[image: image301.wmf])

(

)

(

i

i

i

i

i

i

i

s

z

s

s

z

z

x

-

D

+

=

D

=

,
 (2.3.54)

або після підстановки відповідних значень:
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i = 1, 2, ..., n.

У введених позначеннях надійність системи після резервування запишеться так:


[image: image303.wmf]Õ

+

=

=

n

i

i

i

x

z

P

1

)

(

.
 (2.3.56)

Звернімо увагу на те, що ця формула повністю повторює за зовнішнім виглядом формулу (2.3.8).

Вартість приросту надійності і-го блоку визначається як добуток вартості і-го елемента Сi на кількість додаткових резервних елементів (si. Таким чином, значення функції вартості доопрацювання, а точніше дорезервування, K(x) для і-го блоку в точці xi дорівнює Сi (si, тобто  
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У розглянутому випадку як надійність блоку x, так і його функція вартості K(x) змінюються дискретно. Скористаємося емпіричними точками функції K(x) (2.3.57) для побудови її аналітичної моделі, яка збігалася б з побудованою вище моделлю (2.3.3), але в ролі постійних pi були б величини zi, визначені співвідношенням (2.3.53).

Надалі маємо розв’язати задачу мінімізації функції вартості доробки системи K(x), розглянутої в § 2.3.3 за тих самих обмежень, оскільки обмеження (2.3.8) повністю співпадає з обмеженням у вигляді (2.3.56), обмеження (2.3.6) відповідає обмеженню (2.3.52), або

(si ( 0, i = 1, 2, ..., n. 
(2.3.58)

Обмеження (2.3.7) відповідає вимогам

(si < (, i = 1, 2, ..., n,
(2.3.59)

які цілком узгоджуються з реальними аспектами досліджуваної задачі. Застосовуючи метод § 2.3.3, знаходимо оптимальний вектор
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який забезпечує необхідний рівень надійності P* за мінімальних витрат.

Тепер за значеннями оптимальних величин 
[image: image306.wmf]*
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 визначаємо оцінку (si оптимального значення резерву і-го елемента. Вона являє собою розв’язок показникового рівняння (2.3.55), де 
за приріст надійності xi взяте його оптимальне значення 
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. Отже, розв’язуємо показникове рівняння щодо (si. Одержуємо:
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Величина (si, визначена співвідношенням (2.3.61), не є, взагалі кажучи, шуканою оптимальною величиною (
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, оскільки вона, як правило, є числом нецілим. Тому її можна розглядати лише як оцінку величини (
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де [[u]] – функція Антьє від u. 

Таким чином, величина (
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 є оцінкою знизу оптимального резерву (
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 для і-го елемента, причому вона відрізняється від нього не більше ніж на одиницю:
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Для конструювання шуканого вектора побудуємо оцінний вектор
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компоненти якого мають вид:
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Очевидно, що значення 
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 тягне за собою співвідношення
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Із цього співвідношення випливає, що задане фіксоване значення надійності системи не досягається за допомогою вектора-оцінки (2.3.64). Але вектор 
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 тим і цікавий, що його компоненти, якщо й не досягають компонент 
[image: image323.wmf]*
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, то лише на одиницю. Тому подальшим нашим завданням є наближення 
[image: image324.wmf]s
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 до 
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, де за вихідний взято побудований вектор 
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, причому наближення маємо реалізовувати певними кроками по оптимальній траекторії, де напрям кожного кроку викликає максимум приросту надійності системи за фіксованого значення його ціни.

Будемо наближати вектор (2.3.64) до оптимального 
[image: image327.wmf]*
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, використовуючи процедуру § 2.2.8. Визначимо елемент, резерв якого потрібно збільшити на одиницю. Тобто маємо знайти той елемент, на якому реалізовуватимемо перший крок. Нехай це буде k1-й елемент, бо він визначається співвідношенням:


[image: image328.wmf](

)

(

)

[

]

(

)

[

(

)

]

n

i

n

i

i

n

i

n

k

k

s

s

s

s

P

s

s

s

s

P

C

s

P

s

s

s

s

P

C

~

,...,

~

,...,

~

,

~

~

,...,

1

~

,...,

~

,

~

1

max

~

~

,...,

1

~

,...,

~

,

~

1

2

1

2

1

1

2

1

1

1

-

+

=

=

-

+

£

£

r

.
 (2.3.66)

Зауважимо, що оскільки всі величини змінюються дискретно, то встановлення співвідношення (2.3.66) не вимагає значного об’єму обчислень. Отже, побудова вектора
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який забезпечує приріст надійності системи
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за мінімальних витрат, завершує перший крок наближення до оптимального вектора 
[image: image331.wmf]*
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. Надалі повторюємо цей аналітично-обчислю​вальний процес, в якому за вихідний вектор 
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 беремо результат попереднього наближення 
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(1). Процес наближення закінчуємо на r-му кроці після того, як виконана з необхідною точністю рівність
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причому кількість кроків r є невеликою. В принципі, r не може перевищувати n.

Побудований вектор 
[image: image335.wmf]s

~

r

(r) ми й розглядаємо як розв’язок постав​леної задачі.

Варто зауважити, що розроблений спосіб допускає процес наближення 
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 до 
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 спуском. У цьому випадку на відміну від вектора 
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 з компонентами 
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є вектор з елементами
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Зазначений метод спуску разом з розглянутим може бути використаний як двотраєкторний алгоритм наближення до розрахунку моделі оптимального резервування складної системи в процесі її функціонування.

Наведений розв’язок проблеми оптимального резервування, як і у § 2.2.8, подано у межах цілочисельного програмування. У досліджуваному випадку перехід до нього здійснений лише на останньому етапі побудови математичної моделі. Що ж до доведення кінцевого результату з вихідною моделлю (2.3.50), то це не є принциповим, але позбавляє дослідження від громіздких аналітичних перетворень та викладок.
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