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Щільність ймовірності відхилення літального апарата від заданої висоти польоту

Інститут інформаційно-діагностичних систем НАУ
Представлена методика побудови щільності ймовірності відхилення повітряного корабля (ПК) від заданої висоти польоту. У якості розподілу використано суміш нормального та експонентаційного законів. 
Вступ. При виконанні польоту ПК час від часу  відхиляється від своєї заданої траєкторії руху. Це є результатом дії великого спектру факторів, дію яких спрогнозувати та усунути досить важко. Межі можливих  відхилень необхідно враховувати при побудові нових систем навігації [4,5]. Для оцінки величини відхилення доречно побудувати щільність ймовірності. Щільність ймовірності це залежність, що характеризує появу випадкової величини. Зазвичай для побудови щільності використовують методи математичної статистики.
Статистичні дані про абсолютну висоту польоту ПК можна отримати завдяки виконанню вимірювань точним радіолокатором, розмішеним на земній поверхні. При відомій висоті розміщення радіолокатора відносно рівня світового океану і виміряних висот ПК можливе спостереження за деякою зоною повітряної траси і визначення абсолютної висоти польоту ПК, що знаходяться у межах зони радіолокаційного покриття. При подібних вимірюваннях необхідно враховувати похибки радіолокатора і похибки, викликані станом атмосфери (метеорологічні поправки). Подібні статистичні спостереження проводяться Євроконтролем у рамках контролю за безпекою польотів [1, 2]. 

Принципово іншим шляхом спостереження за відхиленнями ПК у просторі є застосування точних барометричних приладів виміру абсолютної висоти польоту, що знаходяться на борту ПК.  

  Барометричний висотомір вимірює статичний тиск повітря. Принцип його дії ґрунтується на функціональній залежності тиску повітря від висоти:
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де 
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 - це тиск повітря на висоті h над рівнем світового океану, 

g – середнє значення гравітаційного прискорення ( приблизно 9.81 м/с2 ),
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- тиск повітря і його густина на рівні світового океану.

Значенням абсолютної висоти польоту, отриманим за допомогою барометричної залежності (1) властиві похибки вимірювання. Величина цих похибок залежить від багатьох факторів. Для оцінки отриманих значень висоти  складається інтервальний ряд, на основі якого будується гістограма для подальшої оцінки наближеного вигляду залежності щільності розподілу випадкової величини. 

 Характер розподілу. Для спрощення у деяких дослідженнях характер щільності ймовірності відхилення ПК від заданої висоти польоту може бути представлений щільністю нормального закону розподілу з математичним сподіванням μ, рівним заданій висоті польоту, і середньоквадратичним відхиленням σ2, рис. 1.
Реальні статистичні спостереження у різних регіонах земної поверхні показують, що насправді форма щільності ймовірності розподілу незапланованого відхилення від заданого ешелону польоту має більш складний вигляд.
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Рис. 1. Ймовірності відхилення ПК від заданої висоти польоту за щільністю нормального закону 
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 та суміші двох законів 
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Дослідження проведені міжнародним авіаційним товариством у цій області [1, 2], показали, що форма розподілу найкраще може бути описана, припускаючи, що вона складається з двох частин: "нормальних" похибок і "великих" похибок. Раціональність цього підходу полягає в тому, що від більшості ПК, що виконують польоти в системі, можна чекати досить стабільних характеристик витримування відносної висоти і тільки невелика частина ПК відповідає за "великі" похибки. Тобто реальна функція щільності більш подібна до суміші двох законів: нормального та експоненціального вигляду:    
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де 
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 - параметр суміші, що відповідає за внесок кожної з частин щільності розподілу,
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- додатні параметри масштабу,
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 - додатні параметри форми,
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 - математичне сподівання,
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– ейлерева гамма-функція виду: 
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Ймовірність виходу ПК за межі нормальної зони. Параметр 
[image: image18.wmf]1

a

 у залежності (2) відповідає за внесок нормальної  та експоненціальної частин законів у загальну суміш. Оскільки незапланований вихід ПК за межі нормально-допустимої зони є дуже рідкісною подією, тоді варто у нормальній зоні надати перевагу закону Гауса, а на іншій ділянці зліва і зправа – експоненціальному закону розподілу (рис. 2).
Тоді 
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 - це ймовірність виходу ПК за межі нормальної зони. Тобто 
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 відповідає ймовірності знаходження ПК у зоні показаній штриховкою на рис. 2. З іншої сторони 
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 відповідає площі фігури, що заштрихована на рис. 2. Для спрощення розрахунків 
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 може бути розраховано за значеннями, отриманими в результаті аналізу статистичних даних вимірів:
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Рис. 2 Межі нормальної ситуації

Обчислення параметрів закону. Для відповідного характеру розподілу випадкової величини (абсолютної висоти польоту) необхідно оцінити невідомі параметри на основі статистичних даних, отриманих безпосередньо у результаті виконання вимірювань. 

На основі експериментальних даних для оцінки щільності можуть бути використані різні методи математичної статистики:  метод максимальної достовірності; метод моментів; максимум наступної оцінки; мінімум (2 оцінки; оцінка найменших квадратів.

В основному, вибір будь-якого конкретного оціночного методу залежить від двох факторів: статистичних властивостей придатного оцінювача й обчислювальної складності методу. Якщо розглядати у відношенні складності обчислення, то в багатьох випадках аналітичний розв’язок неможливий. Більш того, складність обчислювання, звичайно, збільшується із збільшенням кількості оцінених параметрів.

Для вирішення задачі підгону невідомих параметрів розподілу за результатами статистичних спостережень будемо використовувати метод максимальної достовірності. 
 Розрахунок параметрів щільності методом максимальної достовірності. Виконаємо оцінку параметрів масштабу та форми щільності розподілу ймовірності відхилення ПК від заданого ешелону польоту (2) за допомогою обраного методу. 

Нехай Х – дискретна випадкова величина, яка у результаті виконання n вимірювань приймає значення 
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Позначимо ймовірність того, що у результаті вимірювань величина Х  прийме значення 
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Запишемо функцію достовірності випадкової величини Х:
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У якості точкової оцінки вектора параметрів 
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 приймають таке значення , при якому функція достовірності приймає максимальне значення. Функції 
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 приймають максимум при одному і тому  значенні 
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, тому для спрощення доречно локалізувати максимум функції 
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Для знаходження точки максимуму функції 
[image: image37.wmf](

)

q

,

ln

i

x

L

 знайдемо її похідну і прирівняємо її до нуля, тобто знайдемо критичну точку:
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Маємо систему рівнянь з чотирма невідомими:
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Для розв’язку системи рівнянь (3) знайдемо похідну від функції (2) за змінною 
[image: image41.wmf]1

a

:

	
[image: image42.wmf](

)

(

)

(

)

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

×

-

+

×

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

G

-

-

=

¶

¶

-

1

1

1

2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

2

1

1

1

1

1

1

exp

2

1

,

,

,

,

b

b

a

x

a

x

b

a

a

x

b

b

a

a

x

b

a

b

a

f

m

m

m

a

 ,
	(4)


та  за змінною 
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Похідна від функції (2) за змінною 
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 має вигляд :
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та за змінною 
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Підставляючи отримані вирази для похідних (4), (5), (6), (7) у (3), матимемо нелінійну систему з чотирьох рівнянь та чотирма невідомими:
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Позначимо:
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 - вектор аргументів,  
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 - вектор функцій.
Представимо систему рівнянь (8) у матричному вигляді:
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Для розв’язку нелінійної системи рівнянь (8) будемо використовувати метод послідовних наближень Ньютона.

Нехай знайдено р -те наближення 
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 одного з коренів Х векторного рівняння (9). Тоді точний корінь рівняння (9) можна представити у вигляді

	
[image: image56.wmf](

)

(

)

p

p

X

X

e

+

=

,
	(10)


де 
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 - похибка знаходження кореня.

Підставимо вираз (10) у (9) і отримаємо
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Оскільки функція 
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 - неперервна диференційована у деякій множині, що містить Х і 
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, тоді ліва частина рівняння (11) може бути розкладена у ряд Тейлора за степенями малого вектора  
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 , обмежуючись лінійними членами :
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де 
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- матриця Якобі  системи функцій F відносно змінних Х вигляду:
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Перепишемо рівність (12) у вигляді:
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тоді  маємо
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Підставляючи (14) у (10), отримаємо
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За початкові значення вектора параметрів 
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 використаємо результати дослідження [1] для даного регіону земної поверхні. Таким чином, за формулою (15) відбувається поступове уточнення параметрів розподілу, тим самим наближаючись до істинного  значення.

Результати розрахунку параметрів для конкретного ПК. Для розрахунку параметрів розподілу щільності використаємо записи параметрів польотів одного літака (АН-140), що здійснював рейси за одним і тим самим маршрутом. Інформація по польотам була записана бортовим пристроєм регістрації  БУР-92А-04. Для побудови щільності використаємо записи  абсолютної висоти польоту ПК надані апаратурою «ИКВСП-140». Після декодування за допомогою спеціалізованого програмного комплексу «Монстр» [3] з них  були вилучені покази абсолютної висоти у цифровому вигляді для подальшої обробки. 

Загальна характеристика записів наведена у табл. 1. За результатами статистичної обробки дискретних відміток абсолютної висоти польоту ПК (табл. 1) була побудована загальна гістограма, що характеризує відхилення ПК від висоти заданого ешелону польоту (для ЕП-160, абсолютна висота – 4900м) (рис. 3).
Табл. 1 Загальна характеристика записів абсолютної висоти польоту

	№
	Марка

літака
	Дата

польоту
	Заданий

ешелон польоту
	Загальна кількість

дискретних записів

	1
	АН-140
	17.02.2007
	ЕП-160
	2250

	2
	
	20.02.2007
	
	2480

	3
	
	15.03.2007
	
	2150

	4
	
	20.03.2007
	
	1600

	5
	
	22.03.2007
	
	1644

	6
	
	29.03.2007
	
	1850

	7
	
	2.04.2007
	
	2200

	8
	
	6.04.2007
	
	2400

	9
	
	10.04.2007
	
	2400

	10
	
	11.04.2007
	
	2050

	11
	
	12.04.2007
	
	1800

	12
	
	14.04.2007
	
	2500

	13
	
	15.04.2007
	
	2450

	14
	
	17.04.2007
	
	2350

	15
	
	20.04.2007
	
	2300

	16
	
	21.04.2007
	
	2800

	17
	
	23.04.2007
	
	2200

	18
	
	26.04.2007
	
	1850

	19
	
	27.04.2007
	
	1950

	20
	
	28.04.2007
	
	1900

	21
	
	29.04.2007
	
	2400

	22
	
	30.04.2007
	
	2600

	Загальний обсяг вибірки
	48124
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Рис. 3 Гістограма відхилень від заданої висоти польоту побудована за статистичними даними польотів
На основі отриманої статистичної гістограми (рис. 3) було виконано розрахунок параметрів для суміші двох розподілів за наведеною вище методикою. Розрахунок було здійснено за спеціально написаною комп’ютерною програмою на мові математичного програмування MathLAB. 

У результаті були отримані параметри щільності ймовірності відхилення ПК від заданої траєкторії руху для літака АН-140:

µ =-24,927; α = 0,0035533; 
[image: image71.wmf]1

a

 = 29,686; 
[image: image72.wmf]2

a

 = 252,13; 
[image: image73.wmf]1

b

 = 0,5; 
[image: image74.wmf]2

b

 = 1.
Висновки. Запропонована методика дозволяє побудувати щільність ймовірності відхилення ПК від запланованої висоти польоту за даними вимірювань барометричного висотоміра. Даний підхід дозволяє віднайти характер розподілу для конкретного ПК чи для класу літаків шляхом розрахунку невідомих параметрів. Розроблена програмна реалізація методики розрахунку у середовищі математичного програмування MathLAB дозволяє досить швидко провести розрахунки для будь яких початкових даних.
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The probability density of aircraft deviation from flight-plan level 
In this article the principle of the probability density estimation of aircraft deviation from flight-plan level has been represented. The mix of Normal and Exponential lows has been used. 
Плотность вероятности отклонения летательного аппарата от заданной высоты полёта 
Представлена методика построения плотности вероятности отклонения воздушного судна от заданной высоты полёта. В качестве распределения использовано смесь нормального и экспоненциального законов. 
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