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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ КАСКАДА СОРБЦИОННЫХ 
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Предложена математическая модель, базирующаяся на уравнениях неравновесной динамики сорбции 
и описывающая процесс поглощения смеси веществ из потока в каскаде последовательно 
соединенных сорбционных аппаратов. Доказано существование и единственность ее решения, 
найдено необходимое условие существования установившегося режима работы каскада и дана его 
характеристика в рамках предложенной математической модели. Результаты работы могут быть 
использованы при расчете и оптимизации каскадов. Библ. 6 назв. 
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Mathematical model based on the equations of disbalanced dynamics of sorption and described the process 
mixture absorption from fluid in cascades of consecutive-joint apparatus in presented. The existence and the 
uniqueness of this model�s solution are proved. The necessary condition for existence of limit operating 
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of a mathematical model. The results of this work are applicable for computation and optimisation. 
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ВВЕДЕНИЕ 
Каскад последовательно соединенных сорбционных аппаратов находит весьма эффективное применение 
при поглощении из потока смеси веществ (см., например, [1, 2]). Его расчет и оптимизация сводится в 
основном к определению установившегося режима работы. Поэтому теоретический и практический 
интерес представляют лишь те математические модели каскада, которые позволяют описывать 
указанный режим. 

В случае одного вещества в статьях [3, 4] доказано существование и дана характеристика 
установившегося режима работы каскада в рамках математической модели неравновесной динамики 
сорбции. При поглощении смеси веществ подобные исследования не проводились, а в качестве 
установившегося режима рассматривалось состояние каскада после нескольких циклов (см. [5, 7]). 

Цель данной работы состоит в распространении результатов, полученных в статьях [3, 4], на процесс 
сорбции смеси веществ в каскаде аппаратов. 

1. ФОРМУЛИРОВКА МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
Рассмотрим каскад, состоящий из  последовательно соединенных аппаратов с неподвижным слоем 
сорбента длины , на вход которого поступает поток смеси  сорбируемых веществ с постоянными 
(равными ) концентрациями и постоянной (равной 1 ) линейной скоростью. 
Продолжительность каждого цикла работы каскада также предполагается постоянной и равной 
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Для описания процесса сорбции в каскаде используем -мерное обобщение математической модели [4]: m
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где , � номер аппарата, отсчитываемый от входа в каскад, � 
номер цикла, 

∈),( tx ],0[],0[ Tl ×=Π ni ,...,2,1= ,...2,1=k
t � локальное время �го цикла, отличающееся от глобального времени на константу 

 (в начале �го цикла ), 
k

0=tT)1−k( k x � локальное расстояние �го аппарата (т.е. расстояние от начала 
�го аппарата), 
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составленные из концентраций веществ смеси соответственно в потоке и сорбенте в точке �го 
аппарата в момент времени t �го цикла. 
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Вектор-функции )(tikψ , )(xikϕ , задающие соответственно граничное и начальное условия задачи Гурса 
(1.1), удовлетворяют следующим условиям согласования 
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 � вектор, составленный из концентраций веществ на входе каскада. Условие (1.2) 
выражает тот факт, что на вход каскада подается поток сорбируемых веществ с постоянными 
концентрациями , и что вещества непрерывно распределены в потоке. Условие mj ...,,1=c j ,0 0)(1 =xiϕr  
означает, что в начале первого цикла каскад свободен от сорбируемых веществ. Условия 

),()( 1,1 Txax ki −+=ik
rrϕ  и 0)( =xnkϕr  отражают способ перестройки каскада в момент переключения: �

й аппарат на ( �м цикле становится i �м на �м цикле, а в конец каскада подсоединяется аппарат со 
свежим сорбентом. 

)1( +i
)1−k k

Таким образом, математическая модель каскада  последовательно соединенных аппаратов с 
неподвижным слоем сорбента, на вход которого поступает поток смеси  сорбируемых веществ с 
постоянными концентрациями, представляет собой бесконечное множество задач Гурса (1.1) с 
условиями согласования (1.2), (1.3). Под ее решением будем понимать вектор-функции 
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 с неотрицательными компонентами, непрерывные вместе со своими частными производными 

tikа )′xikс (,)( ′ rr
 в прямоугольнике , удовлетворяющие соотношениям (1.1), а также условиям 

согласования (1.2), (1.3). 
Π

2. РАЗРЕШИМОСТЬ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

Пусть - вещественное -мерное пространство векторов со стандартной  нормою, - его конус, 

состоящий из векторов с неотрицательными компонентами,  , � вещественные 
банаховы пространства со стандартными нормами, состоящие из непрерывных -мерных вектор-
функций, определенных соответственно на множествах , , , а , C , � 
их конусы, состоящие из вектор-функций с неотрицательными компонентами. 
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Рассмотрим вспомогательную задачу Гурса в прямоугольнике : Π
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Лемма 1. Если ℑ∈F
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(случай  исследуется аналогично). Последовательно уменьшая координату 
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Из леммы 1 вытекает существование непрерывного разрешающего оператора R  задачи (2.1), 
задаваемого формулой ),( ca
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Решение математической модели (1.1) � (1.3) в операторном виде задается формулами 
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Теорема 1. Если mRc +∈0 , ℑ∈F , то решение математической модели (1.1) � (1.3) существует и 
единственно. 

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ УСТАНОВИВШЕГОСЯ РЕЖИМА РАБОТЫ КАСКАДА 
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поэтому при указанных выше предположениях установившийся режим работы каскада в рамках 
используемой математической модели (1.1) � (1.3) существует и описывается системой уравнений (3.4) �
 (3.5). Таким образом, имеет место 
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Доказательство. Образуем в конусе  последовательность вложенных выпуклых множеств 

... по правилу: 

nmlC ],0[+

1Ω ⊆ 2Ω ⊆ =Ω1 { },0
r

  ..., где  - операция образования 

выпуклой оболочки. Положим Ω  Множество  обладает следующими свойствами: 

),P kk Ω∪Ω

Ω

(1k co=Ω +

.Ω k

,2,1=k co

1
U
∞

=k

=

r r
ΩP ⊆ Ω . Действительно, если Ω∈Φ , то Φ ∈ kΩ  для некоторого номера . Но тогда, очевидно, k

Φ
r

P ∈ Ω 1+k ⊆ Ω . 

Множество вектор-функций  равномерно ограничено числом Ω α . Действительно, в противном; случае 
для некоторой ограниченной числом α  вектор-функция Ω∈Φ

r
 имеет место Φ

r
P > α . Но тогда 

существуют точка  и индексы  такие, что Π∈),( tx ji, α=)t,(xaij  и ατ >+ ),( txaij  для всех достаточно 

малых положительных τ  (здесь )na,,( 1a
r

K
r

= Φ
r

A ). Таким образом, имеем 0)) ≤+,(),+,(( ττ txiatxcF ij
rr

, и 

=+ ),( τtxaij +)
τ

cF ij∫
0

(
r

,( txaij ξ( ξ d))ξ ai ++ ),
r

tx,(tx, α≤  � противоречие. 

Множество вектор-функций  равностепенно непрерывно. Для доказательства рассмотрим 
произвольную вектор-функцию 

Ω
Φ
r

= ( ),,1 nϕϕ r
K

r
 из  и приращения Ω ),()()( xxxx iii ϕϕϕ rrr

−∆+=∆  где 
 - произвольные числа ( ). Покажем, что ],0[, lxxx ∈∆+ 0>∆x

)(xiϕr∆ ≤ ,xQi ∆          (3.6) ,,...,1 ni =

где ⋅  � норма пространства  а числа Q  определены рекуррентным соотношением ,mR i

,0=nQ      Q       i   (3.7) =i 1+iQ e ,MQTMT + ,1,...,1−= n

в котором ),(
,

acFmax
ac

Q
rrr

rr αβ ≤≤
= , β = ,0 MLec ML α+

r
 M � константа Липшица для вектор функции F

r
. 

Действительно, если ,1Ω∈Φ
r

 то неравенство (3.6) очевидно, поскольку Φ
r

= 0
r

. Предположим, что оно 
верно для всех вектор-функций из  и докажем его для . Исходя из определения  достаточно 

доказать это неравенство для любой вектор-функции вида 
kΩ 1+Ω k

*Φ

,1+Ω k
r

= ),,( **
1 nϕϕ r
K

r
= Φ

r
P , где kΩ∈Φ

r
. 

r r
Пусть ),,( 1 naa

r
K

r
= ΦA , ),,( 1 ncc

r
K = Φ

r
C . Аналогично п. 2 устанавливаем, что ),( txai

r
≤ α ,  в 

прямоугольнике Π  Поэтому, используя соотношение 
,,...,1 ni =

.

=),( txci
r

−),0( tic
r ξξξ dtatcF

x

ii∫
0

)),(),,((
rrr

, 

получаем оценки: ),( txci
r

≤ ,β  ),( txci
r

∆ ≤ ,xQ∆  . Из полученных оценок и соотношения ni ,...,1=

=),( txai
r

+)(xiϕr ξξξ dxaxcF ii∫ )),(),,((
rrrt

0
 

следует, что ),( Txai
r

∆ ≤ ,)( xMQTex MT
i ∆+∆ϕr   Так как, по предположению индукции, .,...,1 ni =

)(xiϕr∆ ≤ ,xQi ∆  то ),( Txai
r

∆ ≤ .x∆)( MQTeQ MT
i +  Остается заметить, что ),( Txai

r
∆ = ),(*

1 xi−∆ϕr  

 ,n,...,3,2i = )x(*
nϕr∆ = , а, в силу соотношения (3.7), = Q . 0 MQTeQ MT

i + 1−i

Из равномерной ограниченности и равностепенной непрерывности множества вектор-функций  
следует, что его замыкание 

Ω
Ω , в силу теоремы Арцела, компактно в пространстве . Таким 

образом, оператор  непрерывно отображает компактное и выпуклое множество 

nmlC ],0[
P Ω  в себя, а поэтому, в 

силу теоремы Шаудера, имеет по крайней мере одну неподвижную точку. Теорема доказана. 

Замечание. Теорема 3 устанавливает условия существования неподвижной точки оператора  но вопрос 
о сходимости при этих условиях последовательности 

P,

kΦ
r

 остается открытым. 
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