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УДК 624.012.045 
 

БАШИРОВ Х.З., ГОРНОСТАЕВ И.С., КОЛЧУНОВ ВЛ.И., ЯКОВЕНКО И.А. 
 

НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАНОЕ СОСТОЯНИЕ 
ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ СОСТАВНЫХ КОНСТРУКЦИЙ 

В ЗОНЕ НОРМАЛЬНЫХ ТРЕЩИН* 
 

Предложена расчетная модель и рабочие гипотезы, позволяющие на порядок упро-
стить дифференциальные уравнения железобетонных составных стержней для различных схем 
нагружения, в том числе и при наличии трещин, без снижения строгости и точности их реше-
ния. Приведено решение этого дифференциального уравнения и сделан вывод расчетных формул 
для определения напряженно-деформированного состояния железобетонных составных кон-
струкций с учетом податливости шва на уровне арматуры и между разными бетонами в виде 
условного сосредоточенного сдвига, эффекта нарушения сплошности. 

 
Ключевые слова: железобетонные составные конструкции, напряженно-деформиро-

ванное состояние, податливость шва между разными бетонами, условный сосредоточенный 
сдвиг, эффект нарушения сплошности. 

 
Для раскрытия статической неопределимости системы, состоящей из различных железо-

бетонных стержней, связанных продольными швами, будем использовать метод сил, выбрав в 
качестве основной системы составной стержень, лишенный связей сдвига [1], действие которых 
заменим функциональными неизвестными  z . Связь qq    может быть принята в виде: 

Gqq   ,                                                                                                                                 (1) 
где G – условный модуль сдвига; q  – относительные взаимные смещения на поверхности 

сцепления (в шве). 
Эксперименты показывают, что численные значения G на контакте бетона и арматуры 

близки к 0,3…0,4 Eb [2 и др.], что близко к значению модуля сдвига бетона G, принятого в 
нормах. Что касается его численных значений на контакте разных бетонов, то здесь, безуслов-
но, еще необходимы дополнительные экспериментальные исследования. Если проанализиро-
вать физическую природу сил сцепления, то становиться ясным, что они связаны со сдвигаю-
щими усилиями. Другое дело, что эти усилия вызываются не только привычными поперечны-
ми силами Q, а обусловлены местным напряженно-деформированным состоянием (НДС) бе-
тонного слоя, прилегающего к поверхности сцепления. Эти усилия проявляются в составном 
стержне, в том числе и на участках чистого изгиба, где Q=0. Однако, согласно предпосылкам 
теории составных стрежней, толщина этого бетонного слоя (шва) принимается равной нулю, 
что не мешает решению задачи в интегральном виде, в стиле сопротивления материалов. Если 
же перейти на уровень предпосылок теории упругости (пластичности), то можно заметить, что 
для пограничного слоя бетона, прилегающего к поверхности сцепления, также характерно 
напряженно-деформированное состояние с преобладанием сдвига. Тогда между зависимостью 
теории упругости (пластичности) и зависимостями теории составных стержней прослеживает-
ся аналогия. Действительно, зависимость: 

bbb G                                                                                                                                 (2) 
для бетона аналогична зависимости (1). 

Таким образом, b  аналогично q . Теперь, если проанализировать деформированное 
состояние в рассматриваемой зоне на элементарном участке единичной длины (рис. 1), то в 
соответствии с физическим смыслом параметров   и q  можно записать, что: 

                                                
* Исследования выполнены при финансовой поддержке государства в лице Минобрнауки в рамках ФЦП 

«Научные и научно-педагогические кадры инновационной России» на 2009-2013 годы (Мероприятие 1.1, Согла-
шение №14.В37.21.0292). 
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    11 2,1,2,1,  bbbbik  ,                                                                                                 (3) 
где ik  – коэффициент пропорциональности, учитывающий влияние полного тензора деформа-
ций на деформации сдвига в направлении продольной оси составного стержня (так как чисто-
го сдвига в этом направлении здесь не наблюдается). 

Учитывая то обстоятельство, что равенство (3) справедливо и для средних условных 
деформаций сдвига, накапливаемых в местных зонах 1,bt  и 2,bt , прилегающих к шву (рис. 1, б), 
а также для средних сосредоточенных относительных взаимных смещений 

mq , и вводя сред-

ний коэффициент пропорциональности mik , , учитывающий влияние полного тензора дефор-
маций на деформации сдвига в направлении продольной оси составного стержня, накапливае-
мые в зоне, прилегающей к шву, получим: 

qmmbmik  ,, .                                                                                                                            (4) 
С учетом проведенного анализа сформулируем следующую рабочую предпосылку о 

сосредоточенной податливости шва достаточно общую для решения задачи расчета составных 
железобетонных стержней: 

 разность средних условных сосредоточенных относительных линейных деформаций 
разных бетонов qm , возникающих в произвольной точке шва, равна разности средних условных 
угловых деформаций mb,  на уровне шва в направлении продольной оси составного стержня, 
которые накапливаются и усредняются в пределах местных зон, прилегающих к шву (рис. 1). 

 

 
 

Рисунок 1 – Деформирование железобетонного элемента в окрестности пограничного слоя bt : 
а – при несовместных сосредоточенных средних линейных деформациях бетонов, прилегающих 

к шву; б – средние сдвиговые деформации бетонов в зонах, прилегающих к поверхности шва 
1 и 2– действительные и средние деформации соответственно 

 
Тогда mqmmmbimimbq k   ,,, ,                                                                                   (5) 

где m  – условный модуль сдвига, усредненный в зоне сдвига, прилегающей к шву. 
В соответствии с [1]: 
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




Tr ,                                                                                                                                    (6) 

где   – коэффициент жесткости шва. 
Та же разность относительных продольных сосредоточенных деформаций в шве с уче-

том зависимости (5) примет вид: 

m

Tr


'

 .                                                                                                                                    (7) 

Тогда порядок дифференциальных уравнений [1] может быть понижен. Принимая во 
внимание вышеизложенное, получим: 

 TT

m




'

;                                                                                                                            (8) 

  
z

q dzzτΤ
0

,                                                                                                                        (9) 

где при отсутствии трещин: 
 

2,2,2,1,1,1,

2,1,0

2,2,2,

2,0

1,1,b,1

1,0

bbbbbb

bb

bbbbb IEIE
yyM

AE
N

AE
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

 ,                                                     (10) 

 
2,2,2,1,1,1,

2
2,1,
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bbbbbb

bb

bbbbbb IEIE
yy

AEAE 





                                                         (11) 

и при наличии трещин: 


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,
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ekvbbekvbb
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N
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 ,                                                                        (12) 



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


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.                                                     (13) 

Здесь 1,0N  – продольная сила от внешней нагрузки в первом железобетонном стержне для по-
перечного сечения на рассматриваемом участке составного стержня; 20 ,Ν  – то же, во втором 
железобетонном стержне; 0Μ  – суммарный изгибающий момент, равный сумме изгибающих 
моментов в соответствующем поперечном сечении каждого составляющего стержня основной 
системы; 1,bA , 2,bA  и 1,bI , 2,bI  – приведенные площади и приведенные моменты инерции попе-
речных сечений отдельных железобетонных стержней, образующих составной стержень; 1,bЕ ; 

2,bЕ  – начальные модули бетона отдельных железобетонных стержней, образующих составной 
стержень; 1,b  и 2,b  в первом приближении могут быть приняты равными 0,85; 1,by ; 2,by  – 
расстояния от геометрических продольных осей соответствующих стержней до прилежащего 
шва; ekvbb AE )( 1,1, , ekvbb AE )( 2,2,  – эквивалентные жесткости поперечных сечений отдельных же-
лезобетонных стержней, образующих составной стержень; )( ,mfactxf  в случае расположения 
нейтральной оси составного стержня в пределах первого из составляющих стержней принима-
ется равной 2,, 5,0 fmfact hx   или, в случае расположения нейтральной оси составного стержня в 
пределах второго из составляющих стержней, принимается равной 2,, 5,12 fmfact hx  , где mfactx ,  – 
фактическая высота сжатой зоны бетона, усредненная в блоке между трещинами;   – радиус 
кривизны для железобетонного составного стержня, отыскиваемый в соответствии с предло-
жениями работы [3],   – коэффициент жесткости шва сдвигу (между бетоном и арматурой 
обозначается s , а между разными бетонами – b ) – определяется на основании эксперимен-
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тальных исследований составных призм, армированных рабочим арматурным стержнем, или 
без армирования, соответственно. 

Эквивалентные жесткости поперечных сечений на сжатие (растяжение) отдельных желе-
зобетонных стержней, образующих составной стержень при наличии трещин, определяются на 
основании следующих соображений: нормальные усилия в составляющих стержнях делим на 
продольные относительные деформации, вычисленные относительно выбранной продольной оси: 

0
,, )(


i

ekvibib
NAE  ,                                                                                                                   (14) 

где 
,22i120 iNBMB                                                                                                              (15) 
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
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                                                                      (16) 
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bs AE
z

vEhb
z

zz
B                                                                       (17) 

где М1 – момент всей сил, расположенных по одну сторону рассматриваемого сечения, со-
ставного стержня относительно выбранной оси у; N1 – внешняя продольная сила, приложенная 
на уровне оси y и принимаемая при растяжении со знаком «+»; zs, zb – расстояния от выбран-
ной оси у до точки приложения равнодействующей усилий соответственно в растянутой арма-
туре и в сжатом бетоне;  – определяется согласно указаниям п. 4.28 норм [4]; ,2~ vv   v – ко-
эффициент, принимаемый по таблице 35 норм [4]; f – коэффициент, определяемый по фор-
муле (164) норм [4] без учета арматуры, расположенной в сжатой зоне сечения; s – определя-
ется согласно указаниям п. 4.29 [4]; b – определяется согласно указаниям п. 4.27 норм [4]. 

Ось у располагается в пределах рабочей высоты сечения (рис. 2), исходя из удобства 
расчетной схемы. Если ось у располагается выше центра тяжести площади сечения сжатой зо-
ны, то величину zb следует принимать отрицательной. Если ось у совпадает с усредненной 
нейтральной осью железобетонного элемента, то для обычной железобетонной конструкции в 
формуле (15) 01 M , а для железобетонной составной конструкции применительно к состав-
ляющему ж/б стержню, в котором проходит усредненная нейтральная ось 1M , образует каса-
тельные силы в шве (на рис. 1 условно не показаны) умноженное на расстояние от шва до 
усредненной нейтральной оси. 

 

z s
z b 

 A

N
M

т. О As s

bb


 b

у

 
 

Рисунок 2 – Схема усилий и эпюра напряжений в сечении, нормальном к продольной оси элемента, 
для каждого из составляющих стержней (усилия М и N), приведенные на рисунке, включают 

и соответствующие составляющие от сдвигающих сил в шве между бетонами, которые на рисунке 
для разных случаев расположения фактической нейтральной оси, условно не показаны 
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Будем искать решение уравнения (8) в виде произведения двух функций от z: 
v(z)u(z)Τ  .                                                                                                                          (18) 

Дифференцируя обе части равенства (18), получим: 

dz
duv

dz
dvu

dz
dT

 .                                                                                                                  (19) 

Подставляя полученное выражение производной 
dz
dΤ  в уравнение (8), будем иметь: 

 z
dz
duvv

dz
dvu mm 






   .                                                                                 (20) 

Выберем функцию z такой, чтобы: 

0 v
dz
dv

m .                                                                                                                       (21) 

Разделяя переменные в этом дифференциальном уравнении относительно функции z, 
находим: 

dz
v
dv

m   .                                                                                                                      (22) 

Интегрируя, получаем: 
  0ln Cdzm                                                                                                                 (23) 

или 
dzmeCv  1 .                                                                                                                           (24) 

Подставляя найденные значения  zv  в уравнение (20), получим: 

 zξ
dz
duv m                                                                                                                      (25) 

или 

 z
v
ξ

dz
du m 

 .                                                                                                                     (26) 

 
  


 cdz
zv
zu m .                                                                                                           (27) 

Подставляя u  и v  в формулу (18), окончательно получим: 
    zm

zm
zm

m Cezd
e

zeT 


  


 .                                                                                                    (28) 

Принимая во внимание (9), с точностью до постоянных интегрирования, также будем 
иметь: 

     





  C
e

zezd
e

zeT zm
zm

mzm
zm

m 


 


 2 .                                                                                (29) 

Граничные условия для определения постоянных интегрирования зависят от условий 
загружения и опирания стержней. 

В качестве примера рассмотрим стержень, приведенный на рисунке 3, а. 
Для крайних участков стержня: 
  Pzz  ,                                                                                                                           (30) 

где 

2,2,2,1,1,1,

2,1,

bbbbbb

bb

IEIE
yy






 .                                                                                                   (31) 

Как показывает анализ испытаний обычных и предварительно напряженных железобе-
тонных элементов из тяжелых бетонов, значение 

ib.
 , учитывающие неупругие деформации в 

растянутой и сжатой зонах бетона до появления трещин с достаточной для практики точно-
стью, можно принимать усредненным и равным 0,85. 
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Используем метод интегрирования по частям для выражения (28). 
 

 
 

Рисунок 3 – Статическая схема 1 железобетонного элемента, как составного 
стержня (а) и эпюры касательных напряжений вдоль поверхности шва (б): 

1 – при совместных деформациях разных бетонов на уровне шва; 
2 – при учете их несовместности по предлагаемой методике 
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Здесь в качестве граничного принимается условие, в соответствии с которым на сво-
бодном торце стержня 0Τ . Тогда из уравнения (32) при 0z  получим: 

m

Pc



21


 .                                                                                                                           (33) 

Подставляя полученное значение для с1 в уравнение (32), для крайних участков оконча-
тельно получим: 
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Для среднего участка стержня параметр  z  принимает постоянное значение, равное 
Pa . Тогда, 
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На границе участков при az   из выражения (32) следует: 



Безопасность зданий и сооружений 

№2 (46) 2013 (март-апрель) _________________________________________________________ 17 
 











m

am

m

eaPTT


 1
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Это же значение на границе крайнего и среднего участков принимает и выражение (36) 
при az  : 
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 .                     (38) 

Приравнивая его к выражению (37), получим: 
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Подставляя это значение в выражение (36), для среднего участка окончательно получим: 
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Располагая зависимостью (29), будем иметь: 
  для крайних участков (рис. 3): 
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  для среднего участка (рис. 3): 
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Постоянную интегрирования ,2C  находим из условия, в соответствии с которым (рис. 
3) при lz 5,0 , 0 : 
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Обозначим   
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 mlzm eea   5.0
12 .                                                                                                           (44) 

Постоянную интегрирования ,1C  находим из условия, в соответствии с которым (рис. 
3) при az  ,    aa 21   : 

   ammlam ePeeaC 
 

   15,0
1,1 .                                                                              (45) 

Подставляя (45) в (41), получим: 
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11                                                      (46) 

Анализ зависимости (46) показывает, что сдвигающие напряжения в шве достигают 
своих наибольших значений при 0z : 
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1max1 .                                                                             (47) 
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Аналогично решается задача и при других схемах нагрузки и опорных закреплениях. 
При этом изменяется лишь параметр  z , определяемый из зависимости (12). Теперь, распола-
гая значениями касательных напряжений, легко можно определить деформации относительно-
го сосредоточенного сдвига qm , накапливаемого в зонах, прилегающих к шву составных же-
лезобетонных конструкций из формулы (5). 

Таким образом, получена полная картина напряженно-деформированого состояния в 
составном железобетонном стержне при несовместных сосредоточенных деформациях в зоне 
шва, в том числе и при наличии трещин в железобетонных составных конструкциях. Предло-
женные зависимости позволяют на порядок упростить дифференциальные уравнения, полу-
ченные в работе [1], без снижения строгости и точности решения. 

Кстати, возможность упрощения уравнений была предсказана и в самой работе [1], но 
со снижением точности решения. Так, анализ уравнений, выполненный в этой работе, показы-
вает, что при больших значениях    или z , значения zsh  и zch  можно заменить на 

ze5,0  (т.е. на функции, полученные строго в предлагаемом нами решении), а значениями 
ze 

по сравнению с ними можно пренебречь. При этом значение 4z  считается бесконечно 
большим. Отмечено, что общее решение дает достаточно большое значение напряжений лишь 
в зонах, близко расположенных к точкам приложения сосредоточеных сил. В остальных точ-
ках основную роль играет частное решение. Чрезвычайно полезным для приближенной оцен-
ки напряжений в составном стержне является и вывод о том, что они всегда являются средни-
ми между значениями напряжений, определяемыми для монолитной балки и для балки, ли-
шенной связей сдвига. 

Таким образом, на основании анализа накопленных экспериментальных данных о сопро-
тивлении составных железобетонных конструкций сформулирована рабочая предпосылка о со-
средоточенной податливости шва, которая позволила получить полную картину напряженно-
деформированного состояния в составном железобетонном стержне при несовместных сосредо-
точенных деформациях в зоне шва, в том числе и при наличии трещин. При этом предложенные 
зависимости значительно упрощены за счет появившейся возможности снижения порядка диф-
ференциальных уравнений составных стержней (без снижения строгости решения). 
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H. BASHIROV, I. GORNOSTAEV, Vl. KOLCHUNOV, I. YAKOVENKO 

 
STRESS-DEFORMATION CONDITION 

OF REINFORCED CONCRETE COMPOSITE CONSTRUCTIONS 
IN THE NORMAL CRACKS ZONE 

 
Proposed the computational model & working hypotheses, allowing an order to simplify the 

differential equations reinforced composite rods for different schemes of loading, including the pres-
ence of cracks, without sacrificing rigor & accuracy of their solutions. The solution of this differential 
equation & concluded that the design formulas for determining the stress-strain state of reinforced con-
crete composite constructions for yielding seam at fittings & between the concrete in the form of condi-
tional concentrated shear & effect of discontinuity. 

 
Keywords: reinforced concrete composite constructions, stress-strain state, yielding seam be-

tween different concretes, conditional centered shear, the effect of discontinuity 
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