Модуль №4 " Оптимальні систем автоматичного управління "

Тема 2: Оптимальне оцінювання в автоматичних системах
2.1 Определение статистической динамики.

В предыдущих лекциях входные сигналы АС принимались детерминированными, то есть заранее известными функциями времени. Однако на практике это часто не выполняется, и на систему действуют случайные, то есть заранее непредсказуемые сигналы. Например, возможные отказы отдельных элементов системы автоматического управления в полете, шумы различных датчиков информации, порывы ветра, действующие на самолет. Отметим, что такие входные воздействия, изменяющиеся по случайному закону, не могут быть заменены  типовыми,  стандартными воздействиями в виде заданных функций времени, а переходные процессы в таких системах нельзя рассматривать как следующие друг за другом переходы системы из одного установившегося состояния в другое. Такие системы требуют особого подхода к их исследованию, и они составляют особый класс АС.


Автоматические системы, находящиеся под воздействием случайных входных сигналов, называются стохастическими автоматическими системами.

Раздел автоматики, занимающийся изучением стохастических систем, называется статистической динамикой.

Научной основой ее является теория случайных функций, созданная выдающимися математиками нашего столетия А.Н.Колмогоровым и Н. Винером.В настоящем курсе мы познакомимся лишь с основами статистической динамики, краткие сведения о которых уже получены в курсе ,, Вероятностный анализ кибернетических систем’’

2.2 Случайные процессы и их основные статистические

характеристики.


Случайной функцией одного или нескольких аргументов называется такая функция, значение которой при любых заданных значениях этих аргументов является случайной величиной, то есть величиной, принимающей заранее непредсказуемые значения. В дальнейшем мы будем рассматривать случайные функции одного неслучайного аргумента - времени t.Такие функции называются случайными процессами.

Пример: x(t)- случайный выходной процесс или сигнал.

               ((t)-случайная помеха (входной процесс).


В дальнейшем под терминами случайная функция, случайный сигнал, помеха - будем понимать случайные процессы.


Возникает проблемма: каким же образом задать и написать случайную функцию, ведь она принимает в каждый момент времени заранее непредсказуемые значения?


Наиболее очевидный способ - это поставить большое количество экспериментов и зафиксировать конкретный вид случайной функции в каждом эксперименте. Такой конкретный вид случайной функции x(t) в i-том эксперименте называется ее реализацией xi(t).

   То есть случайная функция может задаваться множеством своих реализаций. Однако такое задание очень громоздко и неудобно. Как иначе это сделать? Как известно из курса теории вероятностей существуют определенные закономерности, присущие множеству реализаций случайной функции и эти закономерности описываются уже неслучайными характеристиками. Наиболее полными характеристиками случайных величин и функций являются их функции распределения или плотности распределения вероятностей.


Напомним, что функцией распределения случайной величины x называется функция F(x), равная вероятности события, состоящего в том, что эта случайная величина примет значение меньшее, чем х.




F(x)=P(X<x), где х- определяет область допустимых значений, принимаемых случайной величиной Х.

Производная от функции распределения называется плотностью распределения вероятностей и обозначается 







  Очевидно, что для случайных процессов эти характеристики определены только для отдельных моментов времени (сечений случайной функции) t1,t2,t3,... Для того, чтобы учесть статистическую взаимосвязь различных сечений случайной функции вводится понятие двухмерных, трехмерных и т.д. плотностей распределения.

f2(x1,x2,t1,t2),  f3(x1,x2,x3,t1,t2,t3),...


Таким образом, полной характеристикой случайной функции является множество n- мерных (n=1,2,3,...) ее функций или плотностей распределения.


Однако при расчетах не всегда удобно пользоваться этими характеристиками, поэтому обычно применяют так называемые статистические или числовые характеристики случайных процессов, вычисляемые на основе знания только первых двух функций распределения f(x,t) и f2(x1,x2,t1,t2), достаточных для описания большинства случайных процессов. К этим статистическим характеристикам относятся: математическое ожидание mx(t), дисперсия Dx(t), среднеквадратическое отклонение (x(t) и корреляционная функция Kx(t1,t2).


  Математическое ожидание (или среднее значение) случайной функции x(t)- это неслучайная функция mx(t), которая при любом значении аргумента t равна математическому ожиданию соответствующего сечения случайной функции.





 

M-  символ оператора математического ожидания.


Как видим математическое ожидание, характеризует среднее значение случайной функции. Однако, во многих задачах необходимо оценить разброс значений функции относительно ее математического ожидания. Такая статистическая характеристика называется дисперсией случайной функции x(t) и обозначается Dx(t)







  -центрированная случайная функция.


Дисперсия случайной функции имеет размерность квадрата этой функции, однако, удобнее пользоваться мерой разброса имеющей ту же размерность, что и случайная величина. За эту меру принимают положительное значение квадратного корня из дисперсии и называют ее среднеквадратическим отклонением




Рассмотрим два случайных процесса  x(t) и   y(t), имеющих одинаковые математические ожидания mx(t)=my(t) и дисперсии Dx(t)=Dy(t). Но временная структура как видим у них разная.

Характеристикой, определяющей временную структуру случайной функции, то есть связь сечений этой функции в различные моменты времени t1, t2, является корреляционная функция.




Очевидно, при t1=t2=t,  x1=x2=x 

имеем 



Характеристикой, определяющей статистическую взаимосвязь двух случайных функций x(t) и  y(t) используется взаимная корреляционная функция.




Условие  Kxy(t1,t2)=0 является условием независимости (некоррелированности) функций x(t) и  y(t).


Для некоррелированных случайных функций справедливы следующие соотношения. Если z(t)=x(t)+y(t)

mz(t)=mx+my(t) ; Dz(t)=Dx(t)+Dy(t) ;

;

Kz(t1,t2)=Kx(t1,t2)+Ky(t1,t2).

2.3 Статистические характеристики стационарных
случайных процессов.

Существуют случайные функции, не изменяющие свои статистические характеристики с течением времени. Такие случайные функции называются стационарными.

Случайная функция с постоянным математическим ожиданием и 

        корреляционной функцией, зависящей только от разности аргу-

        ментов, называется стационарной (в широком смысле).

        mx(t)=mx=const    Kx(t1,t2)=Kx(t2-t1)=Kx(()

Рассмотрим свойства стационарных случайных функций.

1.Корреляционная функция - есть четная функция от (.

2.Корреляционная функция является убывающей и Kx(()=0. Это объясняется тем, что чем больше (, тем слабее связь между сечениями случайной функции.

3.Дисперсия постоянна Dx(t)=Kx(t,t)=Kx(0)=Dx=Const.

4.Корреляционная функция не превосходит дисперсии этого процесса

      D(Kx(()(Dx
5.Отношение 

называется нормированной корреляционной функцией или коэффициентом корреляции  (х(() ( 1

  В теории стохастических систем управления большую роль играет один из видов случайных функций, математическое ожидание которого равно нулю, а корреляционная функция пропорциональна (- функции. Такую случайную функцию называют белым шумом (б.ш.(t) 
Кб.ш.(()=Sб.ш.(((),

Sб.ш. -постоянная величина, называемая интенсивностью белого шума.                                    

( - функция, при значении аргумента отличном от нуля, равна нулю, поэтому для белого шума случайные величины, соответствующие сколь угодно близким сечениям являются некоррелированными.

Белый шум физически нереализуем, т.к. имеет бесконечную мощность (его дисперсия Dб.ш.=Кб.ш.(0)=(). Однако такое идеализированное представление случайного процесса является очень удобным в статистической динамике, так как реакция системы на белый шум может быть определена достаточно просто.

2.4 Спектральная плотность стационарных случайных сигналов.


Для анализа характеристик автоматических систем, находящихся под воздействием случайных сигналов, широко применяются частотные характеристики, вычисляемые как прямое преобразование Фурье от рассмотренных выше статистических характеристик. Для стационарных случайных сигналов, от времени зависит только одна характеристика - корреляционная функция, поэтому анализ этих процессов в частотной области осуществляется по одной характеристике - спектральной плотности, представляющей собой прямое преобразование Фурье от корреляционной функции и наоборот.
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На основании формулы Эйлера e-j((=Cos((-jSin(( можно записать





Первое слагаемое есть четная функция, а второе - нечетная и для симметричных пределов интегрирования имеем:





Таким образом, спектральная плотность стационарной случайной функции есть функция действительная и четная.


Свойства спектральной плоскости.

1.Спектральная плоскость неотрицательна на любой частоте( (теорема Винера - Хинчина). Это связано с тем, что мощность любого процесса в любом диапазоне частот не может быть отрицательна.

2.Дисперсия и спектральная плотность связаны соотношением





чем положе график Sx(() тем больше Dx отсюда пункт 3.

3.Установим графическую связь между видом корреляционной функцией и спектральной плоскостью.


Пусть корреляционная функция случайного процесса y(t) связана с корреляционной функцией x(t) соотношением Ky(()=Kx(((), (((

Установим при этом связь между спектральными плоскостями процессов x(t) и y(t).





Построим графически, 

имея: Sx(() при (((
((( ( Sy(0)=(((Sx(0) 

(((1 Sy((1)=(((Sx(((()

То есть чем круче спадает корреляционная функция, тем положе график спектральной плоскости. Другими словами для процессов с медленно спадающей корреляционной функцией большая часть мощности концентрируется в низкочастотном диапазоне. То есть чем меньше статистическая связь между сечениями случайной функции, тем больше гармоник в спектральном представлении случайного сигнала и наоборот. В предельном случае, когда случайный процесс является белым шумом ,

имеем:




Таким образом, спектральная плотность белого шума постоянна во всем интервале частот, то есть мощность бесконечного числа гармоник в спектральном представлении белого шума постоянна. Это подтверждает невозможность его физической реализации. На практике же считается белым шумом процесс, спектральная плотность которого постоянна в полосе пропускания АС.

2.5  Понятие об алгоритмах оценивания.

В задачах анализа и синтеза АС практически всегда возникает проблема определения координат состояния объекта управления. Обычно непосредственному измерению доступно лишь незначительное число координат, причем измерения z, как правило, производятся с некоторыми случайными ошибками (t. Отсюда возникает проблема 


восстановления вектора состояния объекта Х по результатам доступных измерений z, которую в общем случае будем называть задачей оценивания координат состояния.


Если оценивание осуществляется в детерминированной постановке, то есть без случайных возмущений и помех, то говорят о задаче наблюдения, в противном случае – о задаче фильтрации.


Рассмотрим возможные алгоритмы решения этих задач.

2.6 Постановка задачи наблюдения. Наблюдатель Люэнбергера.
Пусть имеется многомерная детерминированная АС вида:
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Здесь: X-n-мерный вектор состояния;

            Y-m-мерный вектор входных воздействий (управления);

             Z-r-мерный вектор измерения (обычно r(n).

Предполагается, что система наблюдаема по Калману, то есть 
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Ставится задача: определить вектор состояния Х по известному вектору измерения Z и входу Y.


Очевидно, решение задачи наблюдения тривиально, если матрица С квадратичная (r=n) и невырожденная. Так как в этом случае 

                                  X=C-1Z

Однако на практике обычно измерителей (датчиков информации) меньше числа координат состояния r(n. Как в этом случае определить вектор состояния Х?


Введем в рассмотрение некоторый наблюдатель, описываемый матричным дифференциальным уравнением
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здесь: 
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-мерная оценка вектора Х, получаемая на основе вектора 

            измерения Z;


  К- неизвестная матрица коэффициентов усиления, размерности 

                  r(n.

Данный наблюдатель получил название наблюдателя Люэнбергера. Матрицу К в этом наблюдателе надо подобрать так, чтобы 
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а уравнение наблюдателя превращается в уравнение состояния объекта
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Таким образом, если мы подберем матрицу К так, чтобы 
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то вычисляя 
[image: image12.wmf]Х

)

 на основе реальных измерений Z по формуле (*) мы тем самым найдем (восстановим) неизвестный вектор состояния Х.


Определим теперь алгоритм наблюдения матрицы К. Для этого вычтем из уравнения состояния уравнение наблюдателя (*)
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 EMBED Equation.3  [image: image14.wmf]X
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Очевидно, что стремление 
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означает, что  (((.

Последнее возможно в случае устойчивой системы (**).

Таким образом, матрица К должна выбираться так, чтобы матрица

 А-КС была устойчивой (гурвицевой).

Устойчивость А-КС означает, что характеристический полином 

det(Ep-A+KC) имеет корни с отрицательными действительными частями.


И так задача восстановления вектора Х по вектору измерения Z сводится к построению наблюдателя Люэнбергера (программирование уравнения (*) на ЭВМ) и выбору матрицы К такой, что матрица А-КС была устойчивой.

Рассмотрим структурную схему такого наблюдения 


То есть на выходе наблюдателя Люэнбергера получается оценка вектора 
[image: image16.wmf]х
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, которая при устойчивой матрице А-КС стремится к вектору состояния  х. Очевидно, чем быстрее оценка  
[image: image17.wmf]х

)

сходится к истинному значению вектора состояния х, тем лучше наблюдатель. Скорость сходимости можно увеличить путем повышения запаса устойчивости матрицы А-КС.

2.7 Постановка задачи оптимальной линейной фильтрации.
Непрерывный фильтр Калмана-Бьюси.
Рассмотрим многомерную стохастическую АС вида
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Здесь (х,(z – векторные некорреляированные белые шумы с диагональными корреляционными матрицами Q и R.(и с нулевыми математическими ожиданиями).
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- интенсивности скалярных белых шумов 
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Необходимо синтезировать фильтр, выдающий оценку вектора состояния 
[image: image25.wmf]х

)

, оптимальным образом приближенную к неизвестному вектору состояния Х.

В качестве критерия оптимальности принимается 
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то есть минимизируется сумма дисперсий ошибок 
[image: image27.wmf]]
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Калманом и Бьюси доказано, что фильтр оптимальный в указанном смысле, имеет структуру наблюдателя Люэнбергера 
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где K=P(t)CTR-1-матрица коэффициентов усиления размерности (n(r)

      P(t)-  матрица, размерности n(n, определяемая из решения матричного дифференциального уравнения Риккати.
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Таким образом, реализация фильтра Калмана предполагает совместное решение на ЭВМ двух дифференциальных уравнений
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Решаются они на борту ЛА в БЦВМ в реальном масштабе времени.


Общая структура фильтра Калмана-Бьюси имеет вид:


Объект                наблюдения                                             Фильтр Калмана-Бьюси


В результате работы фильтра на его выходе получается оценка 
[image: image33.wmf]Х

)

, которая оптимальным образом приближается к искомому состоянию Х. 

Однако процесс сближения во – многом определяется правильностью задания параметров фильтра: корреляционных матриц Q, R, начальных условий 
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эффективности вычислительной процедуры решения уравнений Риккати.
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