
Министерство образования и науки Украины 
Национальный авиационный университет 

 
 
 
 
 
 
 
 

АЭРОГИДРОГАЗОДИНАМИКА 
И ДИНАМИКА ПОЛЕТА 

ЧАСТЬ II. A: ДИНАМИКА ПОЛЕТА 
 
 

МЕТОДИЧЕСКИЕ РЕКОМЕНДАЦИИ 
ДЛЯ САМОПОДГОТОВКИ 

Часть II. A 
Динамика полета 

Траекторные задачи. А 
для студентов 

направления подготовки 27 «Транспорт», 
специальности 272 «Авиационный транспорт» 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Киев 2020 



 2 

УДК  629.735.015.3(076.5) 
  A992 
 

 
Составитель А. В. Гончаренко 

 
Reviewers: 

V. V. Panin, Doctor of engineering sciences, professor 
(State University of Infrastructure and Technology); 

S. R. Ignatovich, Doctor of engineering sciences, professor 
(National Aviation University); 

English language adviser I. S. Kozeletska, senior lecturer (NAU) 
 
 
 

Approved by the Methodical and Editorial Board of the National 
Aviation University (Minutes № 2/18  of 19.06.2018). 

 
 

Містять декілька рекомендацій для самостійної роботи, щодо 
виконання розрахунково-графічної роботи з дисципліни 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

Методические рекомендации разработаны в ответ на запрос 
наших студентов в более систематизированном и упорядоченном 
изложении основ решения траекторных задач воздушного судна на 
русском языке. Данные методические рекомендации 
предназначены для выполнения расчетно-графической работы 
(РГР), хотя отчасти могут быть использованы при выполнении 
курсовых работ (КР) и при курсовом проектировании (КП). 
Материал структурирован в частях, разделах и параграфах. 

Предлагаемая вниманию вторая часть, в виде ее раздела А, 
посвящена второй части академической дисциплины 
«Аэрогидрогазодинамика и динамика полета»: «Динамика полета», 
в разделе решения траекторных задач воздушного судна (в 
теоретических рамках изучения движения материальной точки) и 
является продолжением первой части дисциплины: 
«Аэрогидрогазодинамика», используя ее результаты в качестве 
исходных данных для задач рассматриваемых в «Динамике 
полета», и, в свою очередь, обеспечивая своими результатами 
исходные данные для задач рассматриваемых в последующих 
разделах дисциплины «Аэрогидрогазодинамика и динамика 
полета». 

Список литературы, включающий работы [1-213], составлен 
частично в алфавитном порядке с учетом приоритетности. 

В методическом плане данные рекомендации следуют в разрезе 
ранее опубликованным методикам для КП и КР [12]: 
«Аэромеханика : Методические указания и задания по выполнению 
курсовой работы / Составители: А. Г. Баскакова, В. Д. Трубенок. – К. : КМУГА, 
1995. – 52 с.». 

Необходимые данные вариантов, как впрочем, и более развитое 
выполнение заданий, предлагается заимствовать в работе [12]. 

Фактически, предлагаемая вниманию версия методических 
рекомендаций является адаптацией [18]: “Aerohydrogasdynamics and 
Flight Dynamics. Part II. A : Flight Dynamics : Self-Study Method Guide . Part II. A . 
Flight Dynamics . Trajectory Problems. A / compiler: A. V. Goncharenko. – K. : NAU, 
Electronic Repository. – 2020. – 66 p. https://er.nau.edu.ua/handle/NAU/44805, 
Flight_Dynamics_Calculation_&_Graphic_Work_Part_II_A_Trajectory_Problems_A.p
df”, которая, в свою очередь, была продолжением адаптаций [19, 
20] работы [12]. [19]: “Aerohydrogasdynamics and Flight Dynamics. Part I : 
Aerohydrogasdynamics : Self-Study Method Guide . Part I . Aerohydrogasdynamics 
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. Plotting the Aircraft Polar / compiler: A. V. Goncharenko. – K. : NAU, Electronic 
Repository. – 2020. – 57 p. https://er.nau.edu.ua/handle/NAU/44734, 
Aero_Hydro_Gas_Dynamics_&_Flight_Dynamics_Calculation_&_Graphic_Work_Part
_I_Aircraft_Polar.pdf.”, и их русскоязычной версии [20]: 
“Аэрогидрогазодинамика и динамика полета. Часть I : 
Аэрогидрогазодинамика : Методические рекомендации для самоподготовки . 
Часть I . Аэрогидрогазодинамика . Построение поляры самолета / составитель: 
А. В. Гончаренко. – К. : НАУ, Электронный репозитарий. – 2020. – 54 с. 
https://er.nau.edu.ua/handle/NAU/44743, 
Spoilt_Ukr_Aero_Hydro_Gas_Dynamics_&_Flight_Dynamics_Calculation_&_Graphic
_Work_Part_I_Aircraft_Polar.pdf.”. 
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I. СТАРТ И УСКОРЕНИЕ ПО ВЗЛЕТНО-ПОСАДОЧНОЙ ПОЛОСЕ 
ПЕРЕД ВЗЛЕТОМ 

 
Основные теоретические положения изложены в [1-17]. 
 
В предположении, что воздушное судно (ВС) является 

абсолютно твердым телом постоянной массы, дифференциальные 
уравнения его движения в векторном виде будут, [2, p. 18, (1.2)]: 

 F
dt
Vdm

r
r

= , (1) 

 M
dt
Kdm

r
r

= , (2) 

где m  – масса ВС; V
r

 – скорость центра масс (ЦМ) ВС; t  – время; 
F
r

 – главный вектор внешних сил; K
r

 – кинетический момент 
относительно ЦМ ВС; M

r
 – главный момент внешних сил 

относительно ЦМ ВС. 
 
 
 
§ 1. Параметры, требующие учета при разгоне по взлетно-

посадочной полосе 
 
При старте и ускорении ВС для взлета, система (1, 2) (в 

идеализированных допущениях: движения сбалансированного ВС 
(поэтому, )0== MK

rr
; и ВС движется прямолинейно и 

поступательно вдоль горизонтальной оси ( )Ox ; кроме того, 
пренебрегая трением, либо полагая его включенным в тягу) 
приобретет вид 
 DTxm -=&& , (3) 
 Lmgym +-=&& , (4) 
где: 

 2

2

dt
xd

dt
xd

dt
dVx x ===

&
&&  (5) 
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– горизонтальная проекция ускорения ЦМ ВС; 

 
dt
dxxVx == &  (6) 

– горизонтальная проекция скорости ЦМ ВС V
r

; x  – перемещение 
ЦМ ВС вдоль взлетно-посадочной полосы (ВПП) (горизонтальной 
оси ( ))Ox ; 
T  – тяга двигателей ВС; D  – аэродинамическая сила лобового 
сопротивления: 

 SVCD x 2

2r= , (7) 

где xC  – коэффициент аэродинамической силы лобового 
сопротивления; r  – плотность воздуха; S  – характерная площадь; 

 2

2

dt
yd

dt
yd

dt
dV

y y ===
&

&&  (8) 

– вертикальная проекция ускорения ЦМ ВС; 

 
dt
dyyVy == &  (9) 

– вертикальная проекция скорости ЦМ ВС V
r

; y  – перемещение 

ЦМ ВС перпендикулярно ВПП (вертикальная ось ( ))Oy ; 
g  – ускорение силы тяжести; L  – аэродинамическая подъемная 
сила: 

 SVCL y 2

2r
= , (10) 

где yC  – коэффициент аэродинамической подъемной силы. 
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§ 2. Определение скорости при ускорении по взлетно-
посадочной полосе 

 
Основываясь на (1-10), принимая выше указанные упрощающие 

допущения о прямолинейном поступательном движении вдоль 
горизонтальной оси ( )Ox , в результате VVx = ; плюс идеализация в 
отношении отсутствия подъемной силы и трения, либо включения 
трения в тягу; а также при постоянной тяге; можно записать 

 SVCT
dt
dVm

dt
dVm x

x

2

2r
-== . (11) 

Согласно [7, том 1, глава X, § 2, с. 318, пункт # 12], 
аналитическое решение (11) будет: 

 
m
dt

VSCT

dV

x

=
r- 2

2

.         
m
dt

VSC

SC

SC

T

SC

dV

x

x

x

x
=

r

r

-
r

r

2

2

2

2

2 . (12) 

Умышленно опуская для облегчения восприятия, формулы (13-
23) приводят к 

 ( ) ( )
чч
ч
ч

ш

ц

зз
з
з

и

ж

+

-
r==

r

r

1

1

2
2

2

t
m

STC

t
m

STC

x
x

x

e

e
SC

TtxtV & . (24) 

 
 
 
§ 3. Определение перемещения при ускорении по взлетно-

посадочной полосе 
 
Перемещение ЦМ ВС при движении по ВПП в функции 

времени может быть найдено из уравнения (24): 
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 тт
чч
ч
ч

ш

ц

зз
з
з

и

ж

+

-
r

=
r

r

dt

e

e
SC

Tdx
t

m
STC

t
m

STC

x
x

x

1

1

2
2

2

. (25) 

Что, умышленно опуская формулы (26-51), приводит к 

 

ъ
ъ
ъ
ъ

ы

щ

к
к
к
к

л

й

--
чч
ч
ч

ш

ц

зз
з
з

и

ж
+

r
=

r
r

t
m

STCt
m

STC

x

x
x

ee
SC

mtx
2

2

ln
2

1ln2)( . (52) 

Как аналитические, так и численные решения для (1-52) будут 
проиллюстрированы ниже по тексту методических рекомендаций в 
соответствующих разделах. 

 
 
 

§ 4. Определение скорости отрыва 
 
Для условно горизонтального ускорения ВС по ВПП перед 

взлетом, из дифференциального уравнения (4) можно получить, 
посредством очевидных выведений (53, 54), 

 
SC

mgV
yr

=
2 . (55) 

В подходе (53-55), значение коэффициента подъемной силы yC  
следует выбирать по поляре для взлетной конфигурации, 
построенной в первой части РГР, выполнявшейся в соответствии с 
первой частью методических рекомендаций [12, 19, 20]. Более того, 
скорость V , полученная из соотношения (55), должна 
обеспечиваться в обновленных условиях реконфигурации ВС, то 
есть, для соответствующего увеличения значения xC , и, как 
следствие этого, увеличения силы лобового сопротивления. 

В предлагаемом упрощенном рассмотрении, поскольку 
реальный отрыв ВС от поверхности занимает достаточно 
непродолжительное время, приемлемым, для облегчения в учебных 
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целях, будет применять скорость V  просто большую, чем 
полученную из выражения (55). 

 
 
 
§ 5. Построение диаграмм старта и ускорения воздушного 

судна при движении по взлетно-посадочной полосе 
 
Уравнение (11) можно проинтегрировать либо численно, либо 

аналитически (12-24). 
При наличии данных: 

 310500 Ч=T  Н;         310100 Ч=m  кг;         225.1=r  кг/м3;  
 02.0=xC ;         200=S  м2; (56) 
оба результата (аналитический и численный) показаны на Рис. 1. 

Диаграмма, построенная в результате численного 
интегрирования обозначена через ( )ty : сплошная жирная красная 
кривая. График аналитического решения по (24) обозначен как 
( )tV : пунктирная светлая кривая (см. Рис. 1). 
Скорость взлета (см. Рис. 1) представлена как Vtof : зеленая 

пунктирная линия; и она равняется 151.24 м/с рассчитанным по 
формуле (55) при условиях (56) и 
 35.0=yC ;         807.9=g  м/с2; (57) 
при взлетной конфигурации ВС и соответствующих условиях. 

Интегрирование решения (24) дифференциального уравнения 
(4), либо интегрирование дифференциального уравнения (4) 
дважды, дает результат, представленный диаграммой пройденного 
пути показанной на Рис. 2. 

В продемонстрированном случае, отрыв от поверхности 
происходит после приобретения ВС скорости приблизительно в 
160 м/с, что составляет 576 км/ч, достигаемой на дистанции в 2 500 
… 3 000 м, за время 32 … 35 с (см. Рис. 1 и 2). 

 
 
 



 12 

 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

220

240

260

280280

y0

153.63

167.381

y t( )

V t( )

Vtof

t1

4

t0

32 35

t

 
Рис. 1 – Диаграмма скорости ВС при ускорении по ВПП после 

старта 
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Рис. 2 – Диаграмма дистанции, пройденной ВС при разгоне по 
ВПП после старта 
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На Рис. 2, диаграмма результатов численного интегрирования 
уравнения (24) обозначена через ( )tLacc : сплошная красная жирная 
кривая. График полученного аналитического решения по формуле 
(52) обозначен как ( )tx : пунктирная светлая кривая (см. Рис. 2). 

Через несколько секунд после отрыва от поверхности, ВС 
должно реконфигурироваться для режима набора высоты. 
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II. ВЗЛЕТ 
 
Основные теоретические положения изложены в [1-17]. 
 
Результаты предыдущего раздела показывают, что при скорости 

приблизительно 160 м/с, что составляет 576 км/ч, при пройденной 
дистанции в 2 500 … 3 000 м, и времени в 32 … 35 с (см. Рис. 1 и 
2), ВС должно принять взлетную конфигурацию и оторваться от 
поверхности. 

Этот короткий этап полета ВС характеризуется несколько-
секундным переходным процессом с изменением конфигурации от 
отрыва до набора высоты. 

 
 
 

§ 6. Определение уравнений движения при взлете 
 
После приобретения ВС взлетной конфигурации движение ЦМ 

ВС больше не рассматривается горизонтальным (вплоть до 
горизонтального участка полета). 

Предположительно, управляющее воздействие организовано 
таким образом, что проекции главного вектора внешних сил F

r
 на 

оси системы координат ( )xOy : xF  и yF , зависят пропорционально 
от координат ЦМ ВС: x  и y ; и проекции главного вектора 

внешних сил F
r

 заданы следующими уравнениями 
 ( )cx XxaF --= , (58) 
 ( )cy YyaF --= , (59) 

где a  – коэффициент пропорциональности; cX  и cY  – координаты 

центра аттракции главного вектора F
r

. 
Прототипную задачу заинтересованные студенты смогут 

отыскать в [5, с. 201, 202, задача # 26.34]. 
Тогда, дифференциальные уравнения движения в проекциях на 

оси координат: 
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 ( )cx XxaF
dt

xdm --==2

2

, (60) 

 ( )cy YyaF
dt

ydm --==2

2

. (61) 

Уравнения (60, 61), опуская детали их решения (62-90), дадут в 
результате, согласно [8, том 2, глава XIII, §§ 21-24, с. 74-90], 
решения: 

 ( )
ъ
ъ
ы

щ

к
к
л

й
ч
ч
ш

ц
з
з
и

ж
-+ч

ч
ш

ц
з
з
и

ж
= t

m
aXt

m
a

a
mVtx ctof cos1sin , (91) 

 ( )
ъ
ъ
ы

щ

к
к
л

й
ч
ч
ш

ц
з
з
и

ж
-= t

m
aYty c cos1 . (92) 

 
 
 

§ 7. Построение диаграмм взлета 
 
Проводя положения (1-92), возможно визуализировать 

полученные зависимости. Данные для компьютерного 
моделирования получают из предыдущих расчетов (включая 
первую часть РГР, выполняемой в соответствии с рекомендациями 
[12, 19, 20]). В рассматриваемом случае, допустим: 
 160=tofV  м/с;         310100 Ч=m  кг;         100=a  Н/м;  

 4000=cX  м;         4000=cY  м. (93) 
Результаты для координат представлены на Рис. 3-5. 
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Рис. 3 – Диаграмма горизонтальной координаты при отрыве ВС 
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Рис. 4 – Диаграмма вертикальной координаты при отрыве ВС 
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Рис. 5 – Диаграмма траектории ЦМ ВС в вертикальной плоскости 

при отрыве ВС 
 



 18 

Диаграммы скоростей показаны на Рис. 6-9. 
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Рис. 6 – Диаграмма горизонтальной скорости при отрыве ВС 
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Рис. 7 – Диаграмма вертикальной скорости при отрыве ВС 
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Рис. 8 – Диаграмма совместно вертикальной и горизонтальной 

скорости при отрыве ВС 
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Рис. 9 – Диаграмма скорости при отрыве ВС 

 
Диаграммы ускорений показаны на Рис. 10-13. 
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Рис. 10 – Диаграмма горизонтального ускорения при отрыве ВС 
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Рис. 11 – Диаграмма вертикального ускорения при отрыве ВС 
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Рис. 12 – Диаграмма совместно вертикального и горизонтального 

ускорения при отрыве ВС 
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Рис. 13 – Диаграмма ускорения при отрыве ВС 

 
Получение уравнения траектории ВС при отрыве от 

поверхности, а также определение выражений для скоростей и 
ускорений ставится задачей самостоятельного обучения для 
студентов. 

Полные скорость ЦМ ВС (см. Рис. 9) и ускорение (см. Рис. 13) 
определяются по очевидным формулам, следующим из теоремы 
Пифагора. 

Диаграммы сил – произведения массы на ускорения, 
показанные на Рис. 10-13. 
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III. НАБОР ВЫСОТЫ 
 
Основные теоретические положения изложены в [1-17]. 
 
§ 8. Определение уравнений движения при наборе высоты 
 
Предполагаемые уравнения движения ЦМ ВС в вертикальной 

плоскости имеют следующий вид: 
 ( ) 2

1 attktx +=          and         ( ) 2
32 atktkty += , (94) 

где 1k , 2k , 3k , a  – параметры движения, их идентификация и 
интерпретация (включая размерности и единицы измерения) 
возлагается в виде задачи самоподготовки для студентов, которую 
им следует выполнить самостоятельно. 

Чтобы найти уравнение траектории движения ЦМ ВС, следует 
исключить параметр времени из уравнений движения подобных 
(94). Для случая, когда 

 ( ) 2

3

2

3
att

k
k

k
ty

+=          и         1
3

2 k
k
k

= , (95) 

тогда, 

 ( ) ( )txattk
k

ty
=+= 2

1
3

         и         ( ) ( )txkty 3= . (96) 

Если параметр 
 const3 =k , (97) 
тогда, траектория движения ЦМ ВС является прямой линией с 
наклоном 

 3tg k
dx
dy

==q . (98) 

Уравнения скорости движения ЦМ ВС в проекциях на оси 
координат будут: 

 ( ) atk
dt

tdxVx 21 +==          и         ( ) atkk
dt

tdyVy 32 2+== , (99) 

если 
 const1 =k ,         const=a          и         const2 =k . (100) 
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Уравнения ускорения движения ЦМ ВС в проекциях на оси 
координат будут: 

 ( ) a
dt

txdWx 22

2

==          и         ( ) ak
dt

tydWy 32

2

2== . (101) 

Уравнение полного ускорения движения ЦМ ВС будет: 

 ( ) ( ) 2
3

2
3

222 1222 kaakaWWW yx +=+=+= . (102) 

В проекциях на оси связанной со скоростью ЦМ ВС 
(скоростной, естественной, натуральной) системы координат, 
дифференциальные уравнения движения (в случае (94-102), 
описанном выше) получат вид: 
 q--= sinmgDTmWV , (103) 
 q-= cosmgLmWL , (104) 
где VW  и LW  – проекции ускорения ЦМ ВС в скоростной 
(натуральной, естественной) системе координат, т. е., VW : на ось 
скорости, LW : на ось подъемной силы (перпендикулярной оси 
скорости). 

Поскольку траектория движения ЦМ ВС является 
прямолинейной, см. допущения (94-98), 
 q-= cos0 mgL          и         q= cosmgL . (105) 

Зная тяговооруженность ВС: 

 
mg
T

=m  (106) 

и качество: 

 
D
LK = , (107) 

возможно найти 
 q--m= sinmgmWmgD V , (108) 

 
q--m

q
=

sin
cos

gWg
gK

V
. (109) 

Из (109): 
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 ч
ш
ц

з
и
ж q-

q
-m= sincos

K
gWV . (110) 

Finally, from (102, 110): 

 2
312sincos kaW

K
gWV +==ч

ш
ц

з
и
ж q-

q
-m= . (111) 

 
2
3

2
3 12

sincos

12 k
K

g

k
Wa V

+

ч
ш
ц

з
и
ж q-q-m

=
+

= . (112) 

 
 
 

§ 9. Построение диаграмм набора высоты 
 
Для данных: 

 1201 =k          и         62 =k , (113) 
наклон прямой линии траектории движения ЦМ ВС измеряется по 
(98): 

 3tg k
dx
dy

==q ; (114) 

а из второй формулы (95) 

 
1

2
3 k

kk = . (115) 

Таким образом, 

 05.0
120

6
3 ==k . (116) 

Также, при 
 25.0=m          и         8=K , (117) 
возможно найти из (111, 112) 

 

( )[ ] ( )[ ]
368.0

05.012

05.0arctgsin
8

05.0arctgcos25.0807.9

2
=

+

ч
ш
ц

з
и
ж --

=a . (118) 
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 ( )[ ] ( )[ ] 738.005.0arctgsin
8

05.0arctgcos25.0807.9 =ч
ш
ц

з
и
ж --=VW . (119) 

Диаграммы набора высоты для (94-119) показаны на Рис. 14-20. 
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Рис. 14 – Диаграмма дальности набора высоты ВС 
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Рис. 15 – Диаграмма высоты набора ВС высоты 

 
 

В принятых допущениях представленного моделирования, 
начальная координата высоты, приобретенная ВС после взлета, 
является пренебрежимо малой (см. Рис. 15). 
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Рис. 16 – Диаграмма высоты-дальности набора высоты ВС 

 

0 100 200 300 400 500 600

100

200

300

400

500

600
562.048

120

Vx t( )

6000 t  
Рис. 17 – Диаграмма горизонтальной скорости набора высоты ВС 
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Рис. 18 – Диаграмма вертикальной скорости набора высоты ВС 
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Рис. 19 – Диаграмма вертикальной и горизонтальной скорости 

набора высоты ВС 
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Рис. 20 – Диаграмма скорости при наборе высоты ВС 

 
 

Подход (94-119) игнорирует изменение массы ВС при наборе 
высоты, поэтому, в рамках такого допущения, предполагаемые 
силы – произведения массы на ускорения. 
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IV. ГОРИЗОНТАЛЬНЫЙ ПОЛЕТ 
 
Основные теоретические положения изложены в [1-17, 52, 83, 

122, 123, 162]. 
 
Для этого этапа, дифференциальные уравнения движения ЦМ 

ВС будут: 

 SVCT
dt
dVm

dt
dVm x

x

2

2r
-== , (120) 

 SVCmg
dt

dV
m y

y

2
0

2r
+-== . (121) 

 
 
 

§ 10. Влияние наличия угла между тягой и скоростью 
 
Учитывая наличие угла между тягой двигателя и скоростью 

полета, подобно [5, с. 199, задача # 26.23]: 
 b , (122) 
система уравнений (120, 121) приобретет форму: 

 SVCT
dt
dVm x 2

cos
2r

-b= , (123) 

 SVCmgT y 2
sin0

2r
+-b= . (124) 

Это означает, что из (123, 124) посредством простейших 
преобразований (125, 126) 

 
SVC

dt
dVm

SVCmg

x

y

2

2tg 2

2

r+

r
-

=b . (127) 

Для установившегося горизонтального полета 

 const=V          and         0=
dt
dV . (128) 
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Таким образом, 

 K
D

mg

SVC

SVCmg

x

y
-=

r

r-
=b

2

2tg 2

2

. (129) 

 
 
 

§ 11. Максимальная скорость 
 
Максимальная скорость будет найдена из (123), прототипная 

задача содержится в [5, с. 204, задача # 27.13], в результате (130, 
131): 

 
SC

TV
xr

b= cos2
max . (132) 

 
 
 

§ 12. Требуемая тяга 
 
Рассмотрим постоянную тягу требуемую для изменения 

скорости горизонтального полета. Предлагается изучить [5, с. 205, 
задача # 27.20]. 

 SVCT
dt
dx

dx
dVm

dt
dVm

dt
xdm x 2

2

2

2 r
-=== . (133) 

Тогда, после выведений и разрешений (134-147) 

 
ч
ч
ч

ш

ц

з
з
з

и

ж

-

-r
= r

-

r
-

x
m

SC

x
m

SC

x x

x

e

eVVSCT
1

2

2
0

2
1 . (148) 
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§ 13. Численное моделирование 
 
Результаты численного моделирования влияния наличия угла 

между тягой двигателя и скоростью полета (122-129) следующие: 
Принятые данные для расчетов таковы, [5, с. 199, задача # 

26.23]: 
 03.0=xC ,       1.1=r  кг/м3,       3.30=S  м2,       2000=m  кг,  

 5=
dt
dV  м/с2,     200=V  м/с,     10=b  °,     8.9=g  м/с2. (149) 

Параметры (149) имеют указанные значения в некоторый 
данный момент времени, поэтому величина силы тяги и подъемной 
силы в этот же момент составит соответственно: 
 30463=T  Н         и         14310=L  Н. (150) 

Максимальная скорость, например, если тяга 
 30760=T  Н, (151) 
а остальные значения величин останутся такими же, как было 
указано выше, составит по (130-132), [5, с. 204, задача # 27.13]: 
 1.246max =V  м/с. (152) 

Потребную тягу по (133-148) можно считать, к примеру, 
функцией пяти независимых переменных, [5, с. 205, задача # 
27.20]: 

 
2
SCa x
r

= ,         0V ,         1V ,         m ,         xs = . (153) 

Студентам поручается определить соответствующие 
размерности и единицы измерения для величин (153). 

Результаты численного моделирования (133-148) в 
предположении (153) представлены на Рис. 21. 
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Рис. 21 – Потребная тяга для определенного изменения скорости в 
зависимости от аэродинамических свойств, диапазона скоростей, 

массы ВС и пролетаемой дистанции 
 
 
 

§ 14. Горизонтальные полеты максимальной 
продолжительности и дальности в условиях изменения массы 

воздушного судна 
 
Фактически, в полете, масса ВС изменяется, поскольку, прежде 

всего, масса имеющегося на борту топлива уменьшается [6, с. 198-
215], [52, 83, 122, 123, 162]. Для того чтобы поддерживать 
горизонтальный прямолинейный полет, необходимо изменять 
скорость полета в соответствии с количеством потребляемого 
топлива. 

Максимальная продолжительность и дальность горизонтального 
прямолинейного полета – одна из очень важных характеристик 
совершенства конструкции ВС, а также качества его эксплуатации. 
Следовательно, проблема максимальной продолжительности и 
дальности постоянно остается актуальной и подстегивает поиск 
оптимальности: [6, с. 198-215], [52, 83, 122, 123, 162]. 
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В простейшей постановке, такая задача формулируется в рамках 
вариационного исчисления: [6, pp. 198-215], [51, 82, 121, 122, 161]. 

В принципе, условия горизонтального полета такие же как и 
выше, к примеру, подобно (120, 121): 

 SVCT
dt
dVm

dt
dVm x

x

2

2r
-== , (154) 

 SVCmg
dt

dV
m y

y

2
0

2r
+-== . (155) 

Считая изменение скорости пренебрежимо малым для 
ускорения, исходная система уравнений (154, 155) может быть 
упрощена до, [52, 83, 122, 123, 162]: 

 SVCT x 2
0

2r
-= , (156) 

 SVCmg y 2
0

2r
+-= . (157) 

Тогда 

 SVCT x 2

2r
= , (158) 

где 

 
dt
dmT Th-= , (159) 

где Th  – коэффициент пропорциональности между развиваемой 
двигателями ВС тягой и интенсивностью расхода топлива: 

 
dt
dm . (160) 

Коэффициент пропорциональности между развиваемой 
двигателями ВС тягой и интенсивностью расхода топлива 

 
V
Q

T h=h , (161) 

где h  – коэффициент полезного действия пропульсивного 
комплекса ВС, Q  – теплота сгорания топлива по его рабочей 
массе. 

Поэтому 
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 SVC
dt
dm

V
Q

x 2

2r
=h- . (162) 

Далее, 
 2

0 yxx bCCC += , (163) 

где xC , 
0xC , b , yC  – аэродинамические коэффициенты, 

определяемые в заданных диапазонах скоростей, например, по 
данным продувок в аэродинамических трубах (могут применяться 
из первой части РГР, выполненной в соответствии с первой частью 
методических рекомендаций [12, 19, 20]). 

Преобразования (162), с использованием (163) и посредством 
(164-169) приведут к 

 ( ) ( )
dm

mgbSVC

VSQdt
x

222 4

2

0
+r

rh
-= . (170) 

Целевой интеграл (функционал) продолжительности полета 
получит вид [52, 83, 122, 123, 162]: 

 ( ) ( )т +r

rh
-=

EM

M x

dm
mgbVSC

VSQT
0 0

222 2

2 , (171) 

где 0M  – масса ВС в начальный момент времени (в точке выхода 
ВС на «горизонтальную» траекторию полета), EM  – масса ВС в 
конце активного «горизонтального» участка полета. 

Для дальности горизонтального полета, покрываемой ВС, 
целевой интеграл (функционал) будет получен на основе условия 
отношения дифференциалов, связывающего требуемые значения 
искомых параметров полетной дальности, скорости и времени: 
 Vdtdr = , (172) 
где dr  – дифференциал дальности. 

Следовательно, [52, 83, 122, 123, 162]: 

 ( ) ( )
dm

mgbSVC

SVQdr
x

222

2

4

2

0
+r

rh
-= . (173) 
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 ( ) ( )т
+r

rh
-=

EM

M x

dm
mgbVSC

SVQR
0 0

222

2

2

2 . (174) 

Оптимальными решениями (решениями) целевых 
функционалов (171, 174) являются экстремали (решения) 
простейшей вариационной задачи вариационного исчисления. 

Экстремали (171, 174) должны быть найдены в виде функций: 
 ( )mVopt , (175) 
доставляющих максимальные (экстремальные, оптимальные) 
значения целевым функционалам (171, 174). 

Необходимые условия существования экстремалей (171, 174) – 
удовлетворение требованиям уравнений Эйлера-Лагранжа: 

 0
**

=чч
ш

ц
зз
и

ж
ў¶

¶
-

¶
¶

m

TT

V
F

dm
d

V
F ,         0

**

=чч
ш

ц
зз
и

ж
ў¶

¶
-

¶
¶

m

RR

V
F

dm
d

V
F , (176) 

где *
TF , *

RF  – подынтегральные функции (интегранды) 
соответствующих целевых функционалов (171, 174): 

 
dm
dVVm =ў . (177) 

Решения уравнений Эйлера-Лагранжа (176), к примеру, для 
(171), поэтому используется первое из уравнений (176), будут: 

 0
*

є
ў¶

¶

m

T

V
F ,         0

*

єчч
ш

ц
зз
и

ж
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и посредством (179-181) для экстремали продолжительности, [52, 
83, 122, 123, 162]: 

 ( )( ) ( )
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Для оптимального решения по дальности, [52, 83, 122, 123, 162], 
обходясь без (183-186): 
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Решения дифференциальных уравнений (170, 173) с 
экстремалями (оптимальными решениями) (182, 187), 
соответственно, принесут оптимальные функции: 
 ( )( )tm T

opt          и         ( )( )rm R
opt . (188) 

Для получения 
 ( )( )rm T

opt          и         ( )( )tm R
opt , (189) 

дифференциальные уравнения (173, 170) следует решать с 
экстремалями (оптимальными решениями) (182, 187), 
соответственно. 

Подставляя оптимальные функции (188, 189), вместо их 
соответствующих значений, в экстремали (182, 187), можно 
получить функции оптимальной скорости либо от времени, либо от 
дальности. Однако, следует быть внимательным, чтобы экстремали 
(182, 187) приносили правильный (правдоподобный, осмысленный, 
целесообразный, резонный) результат, верхний индекс (182, 187) и 
(188, 189) должен соответственно совпадать. 

Для того чтобы получить значения продолжительности и 
дальности, целевые функционалы (интегралы) (171, 174) должны 
быть взяты с исследуемыми функциями скоростей. Для того чтобы 
получить интегральные значения (171, 174) в виде функций 
некоторой независимой переменной, можно предложить 
использовать эту переменную в качестве верхнего предела 
интегрирования, причем массу, возможно, корректно заменить в 
интеграле исследуемой переменной. 

Таким образом, [52, 83, 122, 123, 162], после подстановки (182) 
в (171), последний дает продолжительность 
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Для дальности, используя (187) в (174), можно получить, [52, 
83, 122, 123, 162]: 
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§ 15. Визуализация результатов моделирования 

горизонтальных полетов максимальной продолжительности и 
дальности в условиях переменной массы 

 
Принятые данные для проведения компьютерного 

моделирования горизонтальных полетов максимальной дальности 
и продолжительности следующие: 
 045.0=b ,   25.0=h ,   61032 Ч=Q ,   3

0 1045 Ч=M ,   31030 Ч=EM ,  
 8.9=g ,         036.0

0
=xC ,         34=S ,         1.1=r . (192) 

Размерности и единицы измерения в (192) студентам следует 
определить самостоятельно. Экстремали (оптимальные решения) 
полученные по (182, 187) показаны на Рис. 22. 
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Рис. 22 – Экстремали скорости ВС при горизонтальном полете 

максимальной продолжительности и дальности 
 

Условия (176) являются всего лишь необходимыми. Для того 
чтобы убедиться, что экстремали (182, 187) действительно 
доставляют максимальные значения целевым функционалам 
продолжительности и дальности (171, 174), возможным является 
проварьировать данные экстремали. 

Скажем, вариации заданы по типу 
 ( ) cdmammV ++= 2 , (193) 
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где a , d , c  – неизвестные пока коэффициенты, требующие своего 
определения в условиях фиксированных краевых значений 
варьируемой скорости. 

Матрично-векторный метод дает: 
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где δV-  – вектор-столбец скоростей, варьируемых d  – величина 
вариации скорости; 
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где M  – матрица масс. 
В векторно-матричной записи, система уравнений для 

определения неизвестных коэффициентов: a , d , c  имеет вид 
 δδ CMV -- Ч= , (196) 
где δC-  – вектор-столбец неизвестных коэффициентов: a , d , c  
для значений скоростей ниже оптимальной, т. е. 

 
c
d
a

=-δC . (197) 

Тогда, из (196) 
 δ

1
δ VMC -

-
- Ч= . (198) 

Принятая вариация 
 5=d . (199) 

Размерности и единицы измерения в (199) студентам следует 
определить самостоятельно. 

Параметры для определения величин скоростей, полученные по 
процедурам подобным (193-199), являются следующими: 
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152410

10333.710333.1106
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= ---
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-1M , (200) 

 
77.161
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10875.7
3

8

-

-

- Ч-
Ч

=δC . (201) 

Кривые, проиллюстрированные на Рис. 23, получены с 
помощью вариации величины скоростей, как для 
продолжительности, так и для дальности, как для значений ниже, 
так и выше оптимальных (для этих целей очевидная замена знака 
вариации (199) в формулах (194) должна быть осуществлена). 
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Рис. 23 – Оптимальные скорости ВС с их вариациями при 

горизонтальном полете максимальной продолжительности и 
дальности 

 
Результаты проверки экстремальности скоростей изображены 

на Рис. 24 и 25. 
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Рис. 24 – Максимальность оптимальной скорости ВС при 

горизонтальном полете максимальной продолжительности в 
сравнении с варьированной экстремальной скоростью 

максимальной продолжительности полета 
 
 

Оптимальность экстремалей (182, 187) (доставляющих 
максимальные значения целевым функционалам (171, 174), то есть 
(190, 191), в сравнении с продолжительностью и дальностью для 
варьированных скоростей (см. Рис. 23) выше) может быть 
обнаружена и прослежена по кривым, представленным на Рис. 24 
для продолжительности и Рис. 25 для дальности. 

Из кривых на Рис. 24 и 25 ясно, что чем большей будет 
вариация экстремальной скорости, тем больший эффект может 
быть получен в результате оптимизации. 

 



 39 

3 .104 3.005 .104 3.01 .104 3.015 .104 3.02 .104
4050

4060

4070

4080

4090

4100

4110

4120
4.112 103ґ

4.05 103Ч

R m( )

1000

Rd m( )

1000

RD m( )

1000

3.02 104Ч3 104ґ m  
Рис. 25 – Максимальность оптимальной скорости ВС при 

горизонтальном полете максимальной дальности в сравнении с 
варьированной экстремальной скоростью максимальной дальности 

полета 
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V. ПЕРСПЕКТИВНЫЕ ПРОДОЛЖЕНИЯ ТРАЕКТОРНЫХ ЗАДАЧ 
 
Основные теоретические положения изложены в [1-17]. 
 
Как было описано выше, задачи движения материальной точки 

применимы при решении траекторных проблем ВС. Хотя, более 
сложное движение ВС также нуждается во внимании. 

Иным видом развития рассматриваемых здесь проблем могли 
бы стать постановки задач для других этапов полета ВС, а также 
его конфигураций, маневров, полетных ситуаций, с учетом их 
внешних и внутренних условий, конфликтов между ними и тому 
подобное. 

Раскрытию и проработке этих вопросов будут посвящены 
последующие редакции и выпуски предлагаемой второй части 
методических рекомендаций, также как и [18], по дисциплине 
«Аэрогидрогазодинамика и динамика полета», следующие, в свою 
очередь, первой части [12, 19, 20]. 

Тем не менее, несколько параграфов посвященных таким 
проблемам представлены здесь ниже. 

 
 
 

§ 16. Снижение воздушного судна 
 
В некотором смысле снижение ВС можно было бы рассмотреть 

как процесс обратный набору высоты. Студентам предлагается 
самостоятельно развить разработку задачи снижения ВС, 
осуществляя необходимые изменения в дифференциальных 
уравнениях движения. 
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§ 17. Посадка 

 
Подобно упрощенным рассмотрениям снижения ВС как 

антагонизма режиму набора высоты (чему инструкционные 
рекомендации были даны параграфом выше), этап полета – 
посадка, можно было бы, разумеется, с необходимыми 
модификациями, прорабатывать как антипод режиму отрыва ВС от 
поверхности при взлете. 

Раскрытию этих вопросов будут посвящены последующие 
выпуски данных методических рекомендаций. А пока, это 
предоставляется для самостоятельного рассмотрения студентами, 
что, кстати сказать, весьма похвально и всячески приветствуется. 

 
 
 

§ 18. Замедление перед остановкой 
 
Пробег ВС по ВПП после касания поверхности при посадке 

происходит в виде замедления движения. Студентам он также 
предлагается к рассмотрению в рамках самостоятельной 
подготовки, конечно же, с учетом необходимого развития моделей. 
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