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ВАРIАЦIЙНЕ ВИВЕДЕННЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ КОЛИВАНЬ

П’ЄЗОКЕРАМIЧНОЇ ОБОЛОНКИ ПРИ МЕРИДIОНАЛЬНIЙ ПОЛЯРИЗАЦIЇ

Запропоновано побудову одного з варiантiв уточненої теорiї п’єзокерамiчної оболонки при
її меридiональнiй поляризацiї, отримано систему диференцiальних рiвнянь коливань оболон-
ки та граничнi умови з використанням варiацiйного принципу Рейсснера.
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ВСТУП

Коливання п’єзокерамiчних тiл, як механiчний процес, описується рiвняннями меха-
нiки деформiвного твердого тiла, а з точки зору електричних явищ — рiвняннями еле-
ктродинамiки. Обидвi групи рiвнянь є взаємозв’язаними, вони розв’язуються сумiсно i
складають рiвняння теорiї електропружностi.

Розвиток сучасної технiки, експлуатацiя якої вiдбувається у складних умовах наванта-
ження при взаємодiї рiзних фiзичних факторiв, стимулює створення та розвиток теорiї
спряжених полiв у пружних тiлах.

Анiзотропiя фiзико-математичних властивостей п’єзоелектрикiв i взаємозв’язок еле-
ктромагнiтного поля з механiчним рухом суттєво ускладнюють опис процесiв дефор-
мування i мiцностi. У зв’язку з цим значну увагу придiлено розвитку i створенню ма-
тематичних методiв кiлькiсного аналiзу. Для моделювання коливних процесiв електро-
механiчних систем, а також для розв’язання крайових задач електропружностi доволi
часто використовуються кiнцево-рiзницевий та варiацiйно-рiзницевий методи. Широке
застосування в технiцi оболонок iз п’єзокерамiчних матерiалiв потребує побудови для
них прикладних теорiй статичного i динамiчного деформування.

1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

У данiй роботi ставиться задача математичного моделювання коливань п’єзокерамi-
чної оболонки при меридiональнiй поляризацiї на основi уточненої теорiї типу С.П. Ти-
мошенка та варiацiйного принципу Рейсснера [3], який стосовно зв’язаних задач для ба-
гатошарових оболонок був розвинений у роботi [4].
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2 ВИВЕДЕННЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ КОЛИВАНЬ П’ЄЗОКЕРАМIЧНОЇ ОБОЛОНКИ,
ПОЛЯРИЗОВАНОЇ ВЗДОВЖ МЕРИДIАНУ. ГРАНИЧНI УМОВИ

Попередньо поляризовану по меридiану оболонку вiднесемо до триортогональної си-
стеми координат α1, α2, α3 = z. На поверхнi приведення z = 0, положення якої може бути
вибрано довiльним чином, координатнi лiнiї α1 = const, α2 = const є лiнiями головних
кривизн оболонки, R1 i R1 — радiуси кривизн, h — товщина оболонки. Вiсь 0z спрямована
по нормалi до серединної поверхнi оболонки, A1 i A2 — параметри Ламе або коефiцiєнти
першої квадратичної форми dS2 поверхнi z = 0, а саме: dS2 = A2

1dα2
1 + A2

2dα2
2.

Електропружний стан п’єзокерамiчного тiла характеризується тензором механiчних
напружень σ, деформацiй ε, векторами напруженостi ~E та iндукцiї ~D електричного по-
ля. В лiнiйнiй теорiї п’єзоелектрики залежностi мiж вказаними характеристиками еле-
ктропружного тiла вважаються лiнiйними. Вигляд спiввiдношень електропружностi за-
лежить вiд вибору незалежних термодинамiчних параметрiв, що визначають функцiю
внутрiшньої енергiї, а також вiд напряму вектора попередньої поляризацiї п’єзокерамi-
ки.

Якщо за незалежнi термодинамiчнi параметри вибрати напруження σ i напруженiсть
електричного поля ~E, то рiвняння стану попередньо поляризованої по меридiану обо-
лонки має вигляд [1]:

e11 = s11σ11 + s13(σ22 + σzz) + d11E1;

e22 = s13σ11 + s33σ22 + d31E1;

ezz = s31σ11 + s32σ22 + s33σzz + d31E1;

2e1z = s55σ1z + d53Ez; 2e2z = s44σ2z;

2e12 = s55σ12 + d53E2; D1 = d11σ11 + d13(σ22 + σzz) + ε11E1;

D2 = d53σ21 + ε53E2; Dz = d53σ1z + ε33Ez.

(1)

У якостi основних спрощуючих припущень вiзьмемо вiдомi кiнематичнi гiпотези типу

С.П. Тимошенка, вiдповiдно до яких тангенцiальнi перемiщення u
(z)
1 , u

(z)
2 змiнюються за

лiнiйним законом, а поперечнi u
(z)
z не залежать вiд товщинної координати:

u
(z)
j (α1, α2, z) = uj(α1, α2) + zγj(α1, α2); (j = 1, 2),

u
(z)
z (α1, α2, z) = W(α1, α2).

(2)

Спiввiдношення (2) доповнимо гiпотезами достатньо загального характеру вiдносно роз-
подiлу електростатичного потенцiалу по товщинi оболонки

ϕ(α1, α2, z) =
2z

h
Φ0 + f (z)Φ(α1 , α2). (3)

Тут Φ = const, а f (z), взагалi кажучи, довiльна неперервна функцiя, що задовольняє

умову f

(
±

h

2

)
= 0, яка дозволить виконати граничнi умови для розглянутих нижче обо-

лонок, поверхнi яких покритi електродами з постiйною рiзницею потенцiалiв.
Вектор напруженостi електричного поля

−→
E пов’язаний з функцiєю електростатично-

го потенцiалу ϕ формулою
−→
E = −

−−→
gradϕ, тому в силу припущень (3)

−→
E =

{
−

f (z)

A1

∂Φ

∂α1
; −

f (z)

A2

∂Φ

∂α2
; −

(
2Φ0

h
+ f ′(z)Φ

)}
.
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Для виведення диференцiальних рiвнянь коливань i граничних умов застосуємо варi-
ацiйний пiдхiд [3], використаємо функцiонал

I =

t∫

0

∫

V

(
σij 1

2

(
∇iuj +∇jui

)
+Di∇i ϕ + G1

(
σ, D

)
−T

)
dVdt, (4)

де σij — тензор напружень, ui — перемiщення, ϕ — потенцiал,
−→
D — вектор електричної

iндукцiї, G1(σ, D) — пружна функцiя Гiббса, T — кiнетична енергiя.
З умови стацiонарностi функцiоналу (4) отримуємо

I =

t∫

0

∫∫

Ω

(
Tijδeij + Mijδχij + 2Qjδej + D̂jδ

(
1
Aj

∂Φ

∂αj

)

+D̂zδΦ −

(
ρhu̇iδu̇i +

(
ρh3

12

)
γ̇iδγ̇i

))
dΩdt = 0.

(5)

Тут введенi наступнi iнтегральнi характеристики:

Tij =

h/2∫

−h/2

σijdz; Mij =

h/2∫

−h/2

σijzdz; Qj =

h/2∫

−h/2

σjzdz;

D̂j =

h/2∫

−h/2

Dj f (z)dz; D̂z =

h/2∫

−h/2

Dz f ′(z)dz.

(6)

Величини eij, χij та ej пов’язанi з перемiщеннями та кутами повороту вiдомими спiввiдно-
шеннями [2].

Перейдемо до варiацiй перемiщень, кутiв повороту i потенцiалу (незалежнi варiацiї)
i, користуючись формулою Грiна-Остроградського, з (5) отримаємо систему рiвнянь

(
1
Ai

Tii

)

,i
−

1
Ai Aj

TiiAj,i +
1
Ai

(
1
Aj

AiTij

)

,j

+ Qiki − ρhüi = 0;

(
1

A1
Q1

)

,1
+

(
1

A2
Q2

)

,2
− (T11k1 + T22k2)− ρhẅ = 0;

(
1
Ai

Mii

)

,i
+

(
1
Aj

AiMij

)

,j

−
1

Ai Aj
Mjj Aj,i − Qi −

(
ρh3

12

)
γ̈i = 0;

D̂z −

(
1

A1
D̂1

)

,1
−

(
1

A2
D̂2

)

,2
= 0, (i, j = 1, 2), (i 6= j)

(7)

i контурний iнтеграл
∫

Ω̄

(
Mnjδγj + Tnjδuj + Qnδw + D̂nδΦ

)
dΩ̄ = 0,

на пiдставi якого необхiдно сформулювати граничнi умови. У рiвняннях (7) записи типу
( ),i означають диференцiювання по вiдповiднiй компонентi.

Будемо вважати, що поверхнi оболонок вiльнi вiд механiчних напружень i покритi
електродами з заданою рiзницею потенцiалiв. Тодi граничнi умови мають вигляд

σjz

(
α1, α2,±

h

2

)
= 0, (8)
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ϕ

(
α1, α2,±

h

2

)
= ±Φ0.

Напруження σjz(j = 1, 2), знайденi з (1) за деформацiями, що визначаються спiввiдноше-
ннями Кошi, при введених гiпотезах (2) не будуть задовольняти граничнi умови (8). Тому
будемо додатково вважати, що

σjz =
1

h
f (z)Qj(α1, α2), (j = 1, 2),

причому f (z) така, що f

(
±

h

2

)
= 0 i

1

h

h/2∫
−h/2

f (z)dz = 1, а Qj(α1, α2) — перерiзуюча си-

ла. Протирiччя, пов’язанi з задоволенням граничних умов (8), можна обiйти, якщо два
рiвняння з (1) виконати iнтегрально

h/2∫

−h/2

(
2e1z −

(
s55 −

d2
53

ε33

)
σ1z −

(
d53

ε33

)
Dz

)
δσ1zdz = 0, (9)

h/2∫

−h/2

(
2e2z − s44σ2z

)
δσ2zdz = 0. (10)

Знаходимо iнтегральнi характеристики за формулами (6), пiдставивши в них рiвняння
(1), розв’язанi вiдносно напружень:

T11 = DT1

(
e11 + ν31e22 + (d11 + ν31d31)

) ∂Φ

∂α1

;

T22 = DT2

(
e22 + ν13e11 + (d31 + ν13d11)

) ∂Φ

∂α1

;

T12 =
2h

s55

e12 −
hd33

s55

1

A2

∂Φ

∂α2

; M12 =
h3

12s55

2χ12;

M11 = DM1(χ11 + ν31χ22); M22 = DM2(χ22 + ν13χ11);

D̂1 = d11T11 + d13T22 − ε11η2
1

1

A1

∂Φ

∂α1

;

D̂2 = d53T12 − ε11η2
1

1

A2

∂Φ

∂α2

; D̂z = −ε33η2
2Φ,

(11)

де позначено:

DT1 =
h

s11(1 − ν13ν31)
; DT2 =

h

s33(1 − ν13ν31)
;

DM1 =
h3

12s11(1 − ν13ν31)
; DM2 =

h3

12s33(1 − ν13ν31)
;

η2
1 =

1

h

h/2∫

−h/2

f 2(z)dz; η2
2 =

1

h

h/2∫

−h/2

[
f ′(z)

]2
dz.

Перерiзуючi сили знаходимо пiсля iнтегрування (9) i (10) з урахуванням (11):

Q1 =
2h

s55η2
1

e1z +
2d53

s55η2
1

Φ0;

Q2 =
2h

s55η2
2

e2z.

(12)
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Пiдставляючи (12) i (11) в систему (7) i замiнюючи eij, χij та ej через перемiщення та кути
повороту, отримаємо рiвняння руху, в яких визначальними функцiями будуть перемi-
щення, кути повороту та електростатичний потенцiал. В цi рiвняння увiйдуть невизна-
ченi множники η2

1 i η2
2 . Є два пiдходи при виборi величин коригуючих множникiв, ана-

логiчнi тим пiдходам, що обговорювались в [5]: або теоретично обґрунтовано задаючись
видом функцiї f (z), або шляхом порiвняння дисперсiйних спiввiдношень, отриманих за
прикладною та тривимiрною теорiями.

3 ВИСНОВОК

На основi варiацiйного принципу отримано систему диференцiальних рiвнянь, що
описує поведiнку поляризованої по меридiану п’єзокерамiчної оболонки пiд дiєю зада-
них сил i зарядiв, замкнену фiзичними спiввiдношеннями. Для забезпечення єдиностi
розв’язку сформульовано та записано граничнi умови.
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Lastivka I.O. Variational inference of differential equations of vibrations of piezoceramic shell with meridional

polarization. Carpathian Math. Publ. 2014, 6 (1), 68–72.

A construction of one embodiment of refined theory of piezoceramic shell with meridional pola-
rization was proposed, a system of differential equations of membrane vibrations and the boundary
conditions using the variational Reissner principle was obtained.
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Ластивка И.А. Вариационный вывод дифференциальных уравнений колебаний пьезокерамической

оболочки при меридиональной поляризации // Карпатские матем. публ. — 2014. — Т.6, №1. — C.
68–72.

Предложено построение одного из вариантов уточненной теории пьезокерамической обо-
лочки при ее меридиональной поляризации, получена система дифференциальных уравне-
ний колебаний оболочки и граничные условия с использованием вариационного принципа
Рейсснера.

Ключевые слова и фразы: пьезокерамическая оболочка, меридиональная поляризация, ди-
фференциальные уравнения колебаний, граничные условия, вариационный принцип.


